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ВВЕДННТЕ. 


Всякое явлеше природы состоить въ движенш или переифщени 
вещества (матери), либо объясняется какнми либо переизщенямя 
или движенями частиць или атоновь матери реальной или гипоте- 
тической. Еъ чиелу явлен Я, образуемыхь движешщемъ реальной ма- 
терйн, привздлежать движешя свфтильитёль па земной поверхности, 
вблизи ея м внутри земли, дефоруащи твердыхь и жидкихь тёль и 
упрупя колебащя ихъ и наконець тенловыя явхешя, объясняеныя 
колебащями и дважешямн частидь и этомовь тёль. Еъ числу явве- 
ий, объяспяемыхь переифщенямн к колебаями частиць гипотети- 
ческой матерт-эфира, ирииздлежать явлешя свфтовыя, электри- 
чесыя и матвитныя. 

Велёлстве разноебрая состава, строешя м формы матери и 
вслфдетые разнородноети силъ, подъ вщящемъ которыхъ совертаются 
движешя, послёдыёя могуть быть разнообразны до безкомечмости; не 
смотря на это, между всевозможными движешяии можно подифтять 
етоль много общаго какъ по существу движен, такъ и по ихь 
происхожденю, что представляется возможнымь и даже пеобходн- 
мымъ подчинить мвучене вобхь движен одной общей изукВ, нв- 
зываеной теоретическою механнкою. 

Теоретическая метаника разехатриваеть обния свойства и ка- Предиеть теоре- 
чества движошй и отыскизаеть обпце законы движенй вефкь форыь ТИЧеСКОй мол 
матер ая подъ вшящемь вефхь родовъ сить. 

Та часть теоретической механики, которая разематриваеть общыя Кинематика. 
свойства и качества всевозможныхь движе!й, ие входя въ изех®- 
доваше причинъ, производящихь даижене, называется кинематикою 
{сть греческаго слова хутра-движеню). Свойства и качества двяженЙ 
разсматриваемыя въ кинематикв, суть, паприивры ванейныя ем 


д Боыанох. 


Кинетика. 


Статвка. 


Динамика» 
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рости м ускорешя движен!й точекъ, утловыя скорости м угловыя 
ускоретя движешй пензибняемаго тёла, растяжешя и ежайя и, 
вообще, дефорыащи изифияемаго тёла и прочее. Здфеь же дфлаетея 
общее раземотрёше отноептельныхь движен!й п объяеняется и истол- 
ковывается разложеще движения на составляющя движеня и соединеше 
движен въ составиое движене. 

Крутая часть теоретической механики, имфющая пфлью по пре- 
имуществу нахождене общихь законовь движеши, есть учене о з8- 
виснмости между движешями матери и’причинами, ироизводящиме 
п изыбняющими дзиженя; опа назызаотся кинетикою (оть гречес- 
като слова жучок —сообщене движеня). 

Изь числа свойствъ, которыии обладаеть матеря, свойство инер- 
чйи играеть въ кинегикв первостепенную роль; омо иреднолатвется 
зеегда мрисущимь матер м пеотъеиленыхь отъ иел. Одно изъ прояв- 
лен!й свойства инерщя заключается въ томъ, что тфла, находащяся 
въ ноко%, ие мотуть безь ирачины придти въ движезне. 

Причины нряводяпия покоющееся тёло въ двнжене, называются 
силами. . 

Вь кипетикв, кромф вывода общихь законовь движеня, разема- 
триваются вопросы объ опредфлени движенй, созершаемыхь ма- 
терьяльными тёлажы при дёйств и па нихь данныхь силь, м вопросы 
объ опредзлени тёхь услоый и сыль, пиры которыхь данныя ма- 
терьяльныя тёза могуть оетаватьея въ й0хоё иди дьнгатьея дан- 
нымъ образомъ. 

Отатика сеть та часть киметики, въ которой разсыатриваются 
условя, при которыхь тёла, иаходянцяся поль вшященъ ель, мо- 
туть оставаться въ нокоф. 

Другая часть каметикя, разсматривающая вопросы о движени 
матерьяльвыхь тВлъ, называется динамихою, хотя это назваше не- 
правельно, шотому что греческое слово Фуарих значить ейла, & е1%- 
довательно динамикою должно называть учене о силаль. Прим#- 
ремъ части ученя о снлахь можеть служить теорёя свлъ притяжешя 
иди отталкиван я, обратно-ироиориуональныхь козхретамъ резетовийй, 
которая въ наетоящее время ивнатается въ трактатахь мо тееретиче- 
ской механикВ. 

Матерьяльныя тбиа, равнонве!е и движенще которыхь разематря- 
заютея въ механик, суть болфе илмы менфе приближенныя схемы 


дЬйствительныхь тёль;, степень приближея1я схемы къ дЪйствитель- 
ному тёлу зависить оть сущности изсяёдумаго вопроса. Иногда каж- 
дое тёло можеть быть замфнено точкою, въ которой представляють 
60% сосредоточенною вею матерю тфла; такая точка ивзывается 
матерьяльною точкою. Наприы®рь, во многихь вопросахь небесяой 
механики, вувото движеня свфтиль, разсматривають движешя ихь 
пентровь инершЯ, а выфето качающатося физяческаго маятника, 
разсматривають качаше математическаго маятника, т. в. матерь 
яльной точки, совпадающей съ центромь качаня физяческаго 
маятника. Въ другихь вопросахь механики схемою тьла можеть 
служить неизм®няемое или идеальное твердое тЬло, вс® точен кото- 
раго сохраняють неизмфнныя разстояия между собою. Такихъ идеаль- 
ныхь твердыхь тёль въ дЬйствительноети не существуеть и пред- 
ставлеше 0 нихь вводится для упрощетя рёшен!я вопросовъ, гдё 
это возможно. Однако въ нёкоторыхь вопросахъ статики и динамика 
предположене объ идеальной твердости тёль приводить къ неонред- 
ленноети рёшея]я; къ такихъ случанхь должно быть введено пуед- 
ставлеше объ упругихъ деформирующихся тблахъ. Напримфрь, если 
требуется опред®жить, какъ распредфлится между ножками стола дав- 
лене груза, положеннаго на доску его, причемъ столь иметь боле 
трехь ножекь, то предположене объ идедльной твердости стола пря- 
водить кь иеопредёленному рёшенйю; если же предположить, что 
каждая изь ножекъ есть упругое тёло, сжае котораго пропор- 
щонально давлению, то распредёлеше давленй между ножками опре- 
АЪлится виолн®, коль скоро будуть извфетны воличивы площадей 
поперечныхь сфченй ножекъ и величины модулей ихь упругости. 

Такимъ образомъ по роду схемы, замфняющей матерьяльное тёло, 
механика ножеть быть разифалена ма механику матерьяльныхь т0- 
чекъ, механику неивифняемыхь тёлъ и механику тёль деформируе- 
мыхь. Въ свою очередь представлешя о дефорынруемыхь тёлахь мо- 
гуть быть довольно разнообразны какъ по виду тЁть, такъ я по ха- 
равтеру сопротивленй, оказываеныхь деформашямь. Вь мехзияЕВ 
`раземалризаются вопросы о вполнВ гибкихь нерастяжиныхь нитяхъь, 
поверхностях, объ упругихь проволкахь и нлаетинкажь, объ упру- 
тиХЬ тёлахъ разнаго внда, © жидкостяхь и тазахь не обладающихь 
трешемь, © жидкостяхь вязкихь, о тгазахь обладающаехь трененъ, 
© сыпучихь м землистыхь тёхахь. Эти нредиолюжеяя и предстьале- 
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я о различиыхь качествахь деформирующей матери могуть поелу- 
жить осмоващями для дальн®йшаго раздёлешя теоретической меха- 
никя ва болфе дробные отдёхы; нЪноторые изъ этихь отдфловЪ въ 
настоящее время позучали довольно обширное развите и посять 000- 
быя мвяменовашя. Въ чнслу такихь спешальвыхь отдёловь теоре- 
тической механики принадлежать: статика м динамика жидкостей и 
тазовъ, называемыя зидростатихкою и зидродинамикою, теорёя упру- 
зости, пеорля сыпучить тпль и кинетическая теорая заз0в5*). 

Теоретическая механика имфеть прим$нене почти во вефхъ пау- 
кахь патурально - философическихь и естествонныхь. Примфнеше 
общихь законовь днижешя, добытыхъ теоретическою механикою, къ 
разработк® рашональной конструкти различныхь есоружев и ме- 
ханизмовь м къ пзслфдоватю яхъ дёйстый, составляеть предмет 
различныхь отдёловь прикладной механики. Сюда принадлежать: 
теорйя вопротивленя матерьяловъ и механика сооруженй п ихъ уетой- 
чивости, гидравлика, учене о тидравлическихь двитателякь и водо- 
подъемных двигателяхъ, теоря и устройство передаточныхь меха- 
низмовь, теоря и устройство паровыхь, тазовыхь м электраческихь 
двигателей м затфиъ учешя о построен п дёйств ия разлачиыхь 
епещальныхь машинъ-оруд и механизмовъ. 

ЗЦбль пастоящаго курса заключается въ томъ, чтобы дать слуша- 
телямь мадлежатую подготовку къ правильному попимантю м усиш- 
ному усвоенНо теоретической жеханики. 


1. 0бъ абсолютномь движенм и скорости точки. 


$ 1. Веякое движенше совершается въ пространств® п требуеть 
времени для своего выподненя. 

Пространство и вс точки его мы понниземь неподвижными, 

Время считается оть какой либо эпохи, вилы начальнаю момента 
и изыфряется чвеломъ единиць времени, протекшижь отъ мачальмаго 
момента до разематряваемато; зремя прошедшее оть эпохи до мо- 
зента бывшего ранфе эпохи, есть величина отрицательная. За еди- 


*) Въ кинетяческой теор тазовъ частицы газа предпохатаютея обладающиии 
тепловымь движещемь, такимь, что каждая чаетяца описываеть хоманую длинно, 
приземь каждый взломъ проноходять при стохновени этой частицы съ какою либо 
Аругою, между же столкновешяыи движен!е нрямохииейно и ралномфрно. 
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вину времени принимается секунда илн мипута, или часъ ит. д. 
средняю времени; въ звЁфадныхь сутвакъ заключается 86164,09 се- 
кундъ ередняго времени. * 

Движеше точки есть посллдоватедьный и непрерывный переходъ 
ея черезъ точки пространства, совершающся съ течещемь времени, 
Подвижная точка пе можеть находиться одновременно въ равличныхь 
точкахъ пространства, но можеть побывать въ нихъ последовательно 
въ разные моменты времени; переходъ ея изъ одной точки нростраи- 
ства въ другую, иаходящуюся въ нёкоторомъ разетояи оть первой, 
можеть совершиться только поередствомь прохождешя ея черезь прю- 
межуточныя точки иространства, причемъ движущаяея точка вычер- 
чиваеть въ ироетранетв® непрерывную линНо, называемую траэкто- 
ею абсолютнаю движещя точки. 

Траэкторля можеть быть врамою ливею, какою либо плоскою Тразеторыабсо- 


: ; тивго ЗВЕЖо- 
кривою ливею или какою либо кривою ляшею двоякой кривизны. о 


А. Прямолинейное движене. 


82. Положимъ, что точка совершаеть прямолинейное абсозют- 
ное движеще, такъ, что траэкторя ея есть ифкоторая прямая лин!я, 
копетио, неподвижная въ пространетв&. 

Чтобы указать ноложеше движущейся точки на этой прямой въ 
какой либо моменть времени, падо: 

а) выбрать на этой прямой какую либо ностоянную точку, оть 
которой условимся считать разстояя вдоль по прямой 

Ъ) надо уеловаться, въ какомь изъ двухъ направлешй по этой 
прямой разстояня оть вышесказанной постоянной точки считаются 
положительными, и ` 

©) мадо знать величииу разстояшя движущейся ТОчЕИ ВЪ |р83- 
сиатриваемый момемть. 

Пусть изображенная на чертежф 1-мь прямая есть траэкторя 
ифкотораго прямолинейнаго движен:я точкы; О—та точка этом пря- 
мой, оть которой считаются разетоящя, причемь положительныя 
фазстояня ечитвются въ сторону означенную стрёлкою; пусть 3 озна- 
чаеть величину разстоямя движущейся точки М ооть точки О въ 
разематриваемый моментъ. 

Нодь величиною з мы условамея иодразум вать произведен е изъ 
величины единицы длины на отвхеченное количество, зоказывающее, 
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во сколько разь разстояне з болфе единацы длины. Ведичины еди- 
ницз дляны: метра, сантиметра, километре, дюйма, футь ни проч. 
мы будемь обозначать знаками: [Метръ], [сантиметрь], [километрь], 
[дюйыъ], [футь] ит. д. Если разстояще ОМ равно 14-ти сантимет- 
рамъ, то величина 3 будеть въ этомъ случа имфть слфдующее значене: 


$ —=14. [сантинетрь], 
онх же можеть быть выражена еще и такъ: 


8 = 140. [миллиметрь] = 1,4. [дедиметрь] = 0,14, [шетръ] = 
— 0,00014. [километръ]. 


Вообще: з=. [единица длины], 1% с есть отвлеченное число, 
цфлое или дробное, а [единиха длины] веть знажз, выражаюиийй 
величину выбираемой нами единицы длины. 

Величины промежутковъ времени мы условимся также выражать 
производенями изъ величины единицы времени на отвлеченное число, 
показывающее, во сколько разъ разенатриваеный промежутокь вре- 
мени болфе единицы времени. Поэтому, время протекшее оть началь- 
заго момента до разсматриваенаго момента, выразится произведенемь 


х. [секунда] 


гдф ‹ есть число еекундъ, протекшее въ течеши сказаннаго проме- 
жутка; это произведене мы будемъ обозначать буквою Ё. 

Чеобы внолн® опродфлить какой либо моменть времени, надо 
сказать, какой моменть времени мы прининземь за пачальный и в&- 
тёыъ дать выражене для промежутка времени оть начального мо- 
мента до разсматрявзенаго. Въ зависимости оть выбора единицы 
времени и огъ выбора начальнаго номента, одинъ и тогь же ыо- 
менть времени выразится различнымь образомъ; вапримёръ 


{= 385. [секунде] —6. [минута] + 25. [евкувда], 
при начальномь момент полудмя 11-го Маз 1889 хода, и 
25 ° 
= 1446 5. [имнута] , 


при вазальномь момент чолудия 10-го Мая 1889 года, ошредфля- 
ють одниъ и тоть же номенть времени. 
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$3. Если точка ЛГ совершаеть движеню вдоль по прямой, то 
8 мзыжняется съ течешемъ времени. 

Пусть въ ифкогоромь движеши въ моменты #5=1. [Сек.], 
1=.2, [Сек.], Ь=3. [Сек.] п т. д. движущаяся точка находится 
ВЬ СЛВДУЮЩИхЬ т оть 0: 


& = . [65]... #8 = 4. [Савтяметрь] 
ь = ‚. „‚„... &= 1,196. „ 
= 3. ое 8: = 3. » 
, = 3,619. „ ..,. 5,= 9,306, „ 
в = 4 ос. = 9,196. „ 
= 5 ” . 85 = 8 ” 
вв ВИ 
& = 7. › . = 4 „ 
№ = 8 зоне. 5 = 2,304 з 
6 =3,381. „ . 3. = 2,694 „ 
Ь = 9. , . = 3 з 
№= 10. „ ‹... 80= 4,804 " 
В: = 11.) .. о. 5 8. х 
= 1. р... вы 18. ” 
= 18... вв 16. . 
= 14. о... Зы 1996. ” 


Эта таблица не даеть похнаго моняйя о движени, потому что 
ноложеня точки въ промежуточиые моменты ею пе опредфляются; 
она можеть елужить однако, дня опредёлешя: 1) такъ называемыхь 
перемфщен:Й точки въ течеши иромежутковъ времени, начинающихся 
и комчающихся въ моменты, приведенчые въ таблиц и 2) средняхъ 
скоростей неремфщен!я въ течешни такихь промежутковь времени. 
Перемицещемнь движущейся точки вв точен промежутка Перемьщоне то- 
времени, мачинающеося в моменть В и кончающаюся в О-В ати про. 
мент &,, условимся называть разность: (5,—8\), ТАБ $, и 8, Суть жекутка, вроже- 
разстоятя движущейся точки въ монемты &, м &. 
Перем цене точки можеть быть нозожительныиь, отрицатель- 
вымъ или развыхь мулю, мапримфрь, въ движения предетавленноиъ 
предыдущею таблицею, мереийщешя въ течещи промежутковь вре- 
мени: {—& н#,-—& раввы нулю, въ тезеши промежутка времени 


Срежвяя скорость 


‚перемфщеня. 
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+ —& перенфщене пыфеть положительмую величину (6—4) = 2 сан- 
тиметра, а въ течеши промежутка времени & — В отрицательную 
велизиму: — 6. [сантиметр.] и т. д. 
$ 4. Ореднею скоростью перемъщеня 08 течеши какою либо 
промежутка времени усаовимея называть отношене между вели- 
чиною перемтщеня вз течеши этою времени в величиною саноо 
времени. Такъ`что средняя скорость въ течеши промежутка времены 
, —& будет: 
$2 — 81 


В 


Наприн®рь, въ движенши, представлениомъ предъидущею табли- 
цею, средыя скорости перенфщенй въ течешя промежутковъ 


В 0 
ы—ь 0 
2, [ват.] 
Ш «ть; 5 [0] 
.—Ь — 1. [68] 
[сек] 


Вь этомъ движеши средея скороств перем#щенй имфють раз- 
личныя величины п разлячные знаки для различныхь пронежутковъ 
времени; по дяя равяомёрнаго движеня величина, средией скорости 
оказалась бы одинаковой какъ дня большихъ промежутковъ времени, 
твкъ м для малыхъ, а знакъ ея быль бы положительный при равио- 
мфриомъ дважеши въ сторому возраетающихь $ и отрицательнымь— 
яри разномфрнохь движени въ сторону убывающиахь з. Везичинаь 
кодожилельно взятой средней скорости перемёщеня равпомрнаго 
движеня называется поэтому просто скоростью такою дешженщя. 

Такъ какь 5 есть длина, {—-время, то средняя скорость перем%- 
щешя м скорость равномриаго дваженя суть отвошещя длины къ 
времени; подобуо тому, какъ $ веть произведеще изъ отвнеченнаго 
числа ив едяяицу длины, & # есть прензведеще изъ отвяеченнаго 


числа на еднинцу времени, такь м скорость есть произведеше изъ 
отвлеченнаго числа на отношенуе: 


[едняива длины] 
[единида времен] 
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называемое едвницею скоростя. Значене единицы скорости можеть 
быть опредфлено такъ: величина единицы скорости есть величина 
скорости такою равномюрнаю двцокещя, 65 которомь точка въ 
единицу времени перемтыщаетсв на единицу длины. Такь какъ ве- 
личаны единиць длины и времени могуть быть выбраны по желанию, 
то величины единиць скорости могуть быть весьма различны; такъ, 
единица скорости: 
[ыверт,] 
[секунда] 
во ето разъ боле единицы скорости: 
[саытижетрь] 
[еевувдь] 
и въ 6000 разъ болфе скорости: 
[свнтиметрь] 
[кнута] 

Елиияцы длины, времени и массы суть основных единицы; веб 
прошя ‘единицы, вотрёчаюцщияея въ механикё п физик, суть еди- 
ницы ироизводныя; таковы: единица скорости, одвнвия площади, 
зелячина которой равна: 

Гедияица длины], 
единица объема, величина которой равна: 

[единица длины}, 
и друмя единяцы, о которыхь рёчь впереди, 

Вь мореходствь, для изифрешя скорости судовь, употребняется 
едимипа скорости, называемая узломз; величина этой единицы ско- 
рости сяздующая: 
> [итальниская ниля] — 1852. [метр] 

[чвсъ] 3600 ‚ [еекунда] 
[мер] 50. [футь] 
Гоекунда] —"/ь, [иннум] 

Изифреше скорости судиа дфшяотея въ течени одной морской 

СТЕЛЯНКи, т. ©. вЪ течешн вожумануты помощью лага. Лагь, при- 


узель 


= 0,514 
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вязанный кь легь-линю, бросается въ вачалё полуминуты за корму; 
устройство его таково, что онъ остается въ вод, не принимал уча- 
спя въ движеши судна; выпуская лагь-линь, считають число узловъ 
нв загьлинв, вышедшихь въ течеши полуминуты, узлы же едзланы 
ив дагь-линё въ разотоянн почти 50 футовъ одинъ оть другаго. 
Полмануты есть ‘/» доля чае8, и 50 съ небольшямъ футовъ еоста- 
ваяеть ‘/» ДОЛЮ итальянской мили, 

$5. Мы уже упомянули выше, что таблица не даеть полнаго 
представлевя о движенги точки. Чтобы виоли% знать двяжеве, надо 
иыфть уравнеще движения, то ееть равенетво, связывающее между 
с0бою перемьнныл величины 3 и Ё такимъ образомъ, чтобы изъ него, 
для каждаго момента $, можно было найти соотвфтотвующее этому 
моменту 5- При этомъ надо имёть въ виду, то зи? суть величины 
че отвлеченныя, а имфють резличныя, неоднородиыя между е0б0ю 
измтрежя: ; имтеть измтреная длины, $ импеть изнпрешя ервмени. 
Вь ураввешяхь лвижен:я должны входить $ в #, связанныя между 
©0б0ю я сь другими постоянными величинами, различными алгебра- 
ическими дёйствями: униожещенъ, лёленемь, воавышешемь въ сте- 
пень, я т. д.; такь, въ уравненши могуть заключаться величины: 


— 8 
5, в, Уз т 8, и т. д.; которыя имфють различныя сложныя 


измпрещя, в яменно: квадрата длины, куба времени, квадратнаго 
корня изъ длины, скорости, нроизведешя изъ длины на время и 
проч.; въ свою очередь, постоянныя величины, входяния въ уравне- 
я, могуть быть кавъ отвиеченными чяслани, такъ и величинами раз- 
личныхь простыхъ или сложныхь изыёренй. Во воякомъ случа, 
для того, чтобы изъ уравиеня движеня, по иодетановлени въ него 
выфсто { какого лябо момента времени, получилась для 5 нф которая 
динна, необходимо, чтобы об чаети равенства имфли одинаковыя 
язмфренйя и чтобы въ нихъ, помощью сложешя и вычетаня, воеди- 
вялнсь члены тавже одинаковаго изыфрешя. Такъ, изпрямВръ, урав- 
мене двяжешя ие можеть быть такого вида: 


8=# 
такь какь это зназило бы, что длина равна времеин, во можеть быть 


такое: 
8=4, 


—_ и — 
тд _ [вд. дливы] 
[ед. вр.] 
Уравнене движения ие хожегь быть такого вида: 
8=9-н 8 


такъ какъ первая часть есть длина, & во второй части отвлеченное 
число слагается съ квадратомь вренени; но ножеть существовать 
уравнене движешя слфдующаго вида: 


8=А нев, 


т 3 [етрь] 


А? , [метрь], с=3 ее" 


Урвавнене того движеня, котораго ненолное представлене было 
дано таблицею, иметь слФдующий видъ: . 


зи -- Вай (=), ен (1) 


18 
и, В=6. [савтинетрь] 
Т=12 . [вев.]. 


Изь этого уравиешя оказывается, что въ течени вренени отъ 
#—=0 до ё==14 [еев.] движене точкы два раза мфняеть свое иа- 
правлене. Оть + =0 до #,=3,619 . [сек.] движено совершается зъ 
сторону возрастающихь 5 и зъ этоть моменть #, точка, лостигнузъ 
разстояя 5„=9,306. [саит.], приостанавливается, з затФиъ начи- 
паеть двигаться въ сторопу убывающихь 5. Движеше въ этомъ иа- 
иравлени продолжается до момента {, 8,381. [еек.], когда точка 
находится вь М, (черт. 2), въ разстояни 5,=2,694. [еант.] оть О. 
Здесь снова направзене движеня мфинется въ положительное. Эти 
точкм мы будемъ называть точками остановки донжещя, 
$6. Имя уравнене движеня, мы можемъ опредфлить длину Ханна пути, 
путь, пройденнат движущеюся точкою въ теченён какого либо про- прожоннате вы 
межутка временм. тия 
Длину пути, проходимаго точкою въ теченя какого либо вроме- 
жутка времени, нужме нонимать слфдующеиь образомъ. 
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Нредцоложимь, что движущаяся точка выпускаеть язъ себя не- 
растяжимую нить, подобно тому, какъ паукъ выпускаеть изъ себя 
нить паутины, конець этой. нерастяжимой нити предполагаемъ при- 
крфиленнымь въ томъ м®стё траэктори, гдФ дзяжущался точка на- 
ходатея въ началВ разсматриваемего премежутка времени; по мфр 
движеяйя, нить укладывается вдоль по пути. Вь каждой точкв оста- 
новкя движещя мы предполагаемь, что нить закрфчляется въ этой 
точк® трактор и затёыъ опять укладывается уже второй разъ на 
образномъ пути точки, такое прикрфилеше нити предполагаемь при 
хаждомъ обращения движеня. Длина нерастяжимой нате, выпуще- 
ной такимъ образомь въ теченин разсматриваемато промежутка вре- 
уени, представить ддину яройденнало вз зпечеми этото промежутка 
пути. 

Слздовательно, длина пути во всякомь случаВ величина положи- 
тельная. 


&) Если въ течеши разсматриваенаго промежутка временя, на- 
правлеще двяженгя не кбняется, и движеше происходить въ сторену 
возрастающихь 5, то’ длина пути равнается перемфщеню. Накри- 
хврь, въ движени, выражаемомъ уравнешемь (1), длина пути, прой- 
деннаго въ течеши промежутка времени (&—2:), равна (—8:), то 
веть 5. [сант.]. 


Ъ) Если въ тезеши разснатриваемаго промежутка времеяи, дви- 
жене ностояяво совершается въ сторону убывающихь 5, то длина 
пути равняется отрилательно взятому перемёщению точки въ течения 
такого промежутка времени. Напримурь, дляна пути, пройденнаго 
въ течейн премежутка времени {, —!, равна: 


— 6) =я—5=5,892 . [аатаи. |. 


©) Если въ точен разсматривлемаго промежутка времена направ- 
лее движешя мфилется, то надо разбить этоть пренежутокь вре- 
нени ва части моментами остановохь важен, такъ, чтобы въ те- 
чеши каждой изъ частей промежутка направлеще движеня не плы%- 
нялось; тогда длина пути будеть выражаться суммою велячниь не- 
ремфщещй положительныхь, увеличенной на сумму отрицательно 
ввятыхь перемфщенй, совершенных» въ отрицательномь валравхеши. 
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Наприхвръ, длина пути, совершаемаго въ течеши промежутка вре- 
мени $:—й, равна: 


(8—8) + (8—8) — (8—8) = (5,306 -+- 5,306 + 
+ 6,612). [вантин.] = 17,224 . [сантим.], 


перем®щене же въ течеши этого промежутка времени равмо: 
3и—8, =4 . [еантам.]. 

8 7. Раздфливь длину пути, пройденнаго въ теченри кахого либо Срехианокорость 
промежутка времени, па продолжительмость этого промежутка, по- 
лузимъ положительную величину, называемую среднею скоростью въ 
пути, совершенномъ точкою въ течени этого промежутка времени. 

Изъ сказаннаго выше относительно перемфщеня, длины пути п 
среднихь скоростей можемь вывести слдующйя заключен я: 

&) Для промежутковъ времени, въ течениг которыхъ точка дви- 
зкетея только въ сторону возраетающихь $, средняя скорость путы 
равна средней скоростя перемфщеня. 

Ъ) Для промежутковь времена, въ течени которыхь точка дви- 
жется только въ сторону убывающихь $, средняя скороеть иерем*- 
щеня равий отридательно ззятой средней скорости въ пути. 

с) Для промежутковъ времени, въ течены которыхъ маправлен!е 
движеня измыфияется въ противоположное, средняя скорость иере- 
мфщеншя отличается отъ средней скорости въ пути даже численно. 

4) Средняя скорость перемфщеня равна пулю, если движущаяся 
точка въ кони промежутка времени возвратилась въ то положеще, 
которое она занимала въ начал промежутка. Средняя скорость въ 
пути можеть быть равна нулю только въ томь случа, ебли въ те- 
чеши всего нромежутка времени дважущаяея точка оетавалась 
зъ поко$. . 

8 8. Для явхляднато предетавленя какого ибо прямолемойнато т рафичестое 
движешя, можно изобразить зависимость между зи}? трафическв въ во бражано дат 
видё кривой вин. 

Для этого условимся изображать единицу времени какою нибудь 
длиною, напримфръ еданипею длины, а промежутокь времена рав- 
ный т [ед. врем.] изобразимь ‹ едюмицаяи длины. 

Затьиь проведенъ а лист бумаги двё взаимно-нернендикулярныя, 
пересфкаюцулся прямыя (черт. 3-й): — ТАТ, — 848. 

Эти дв ирямыя будешь называть осями; ось (— ТГАТ) — мью 
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временз, о (— 548) — 0сыю разстоян. Въ каждой ося будемъ 
равличатв дв чаети, положительную н отрицательную; положи- 
тельная часть оси временъ: 47, отрицательная часть оси вре- 
менъ: 4 (7); положительная часть оси разстоянй: 48, отрица- 
тельная часть оев разстоянй : 4 (—8). 

Времена #, изображенныя длинами, откладываются оть А цо оси 
зременъ, положительныя # по положительной части оси, отрица- 
тельныя # во отрицательной оси. Векдотые этого каждый моменть 
времени изобразится соотвётственною точкою на этой оеи. Пусть В 
будеть точка, соотьфтетвующая моменту #, такъ что 


АВ Ё 


[ед. дл.]  [ед. зр.] => 


если единица времени изображается единицею длины. Если же мы 
пожелаемъ изображать единицу времени я единицами длины, то тогда 


АВ Ы 


ре, а и в] © 


Разетоявщя $ изображаются длинами перпендикуляровъ, возета- 
новленныхь изъ точекъ В, изображающихь соотвфтетвенные моменты, 
Положительныя разстолюя откладываются параллельно 45 и отри- 
цательныя разстояня — паражлельно 4(—5). Пусть ВК на чер- 
тежЪ 3-мъ изобразжаеть 5 (положительное), соотвтствующее моменту #; 
точка К на нашемь чертеж изображаеть соотафтетвенное положен!е 
точки М въ нзображаемомъ прямолинейномь движени. 

По иёрф движеня точки М по ея прямолинейной тразатори, 
точка К на чертеж З-мъ бухеть нерембщаться; но такь какъ 5 
изыфияется неирерывно съ течещемъ {, то и ординаты ВК съ уве- 
личенемь абниссе АВ будуть изыйняться непрерывно, такъ что п0- 
лежен:я точки К будуть вычерчизать непрерывную длиною, которая 
можеть быть прямою, ломаною илн вривою лишею, емотря по реду 
движешя. 

Величивы абщиесь АВ равны я. [ед. дл.], & величины ординать 
равны з==. (ед. дл.]; какь т№, такь и друбя вифють одинаковых 
измвреня— нзярешя длины, и мы уеховныся выражать велячины 
абщиесь отвлеченными чиеявми (й<), & величины ординать-отвле- 
ченнымв числами 5. 
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Написавъ въ уразнен!и движеня выфосто з равное ему с. [ед. дл.] 
и выфето # равное ему 


2 ) „[ед. вр.] 


и произведя возможныя въ обфихъь частяхь равенетза сокращения, 
получимъ зависимость между о и (п*), то есть уравнеше кривой, 
образуемой оконечностями ердимать; эту кривую ны будемъ ив- 
зывать лижею разстояна. Раземотримъ нфеколько прикёровъ. 

1) Если точка находится въ поквё въ разстояши 0, тдё 
В=4. [ед. дя.], а @ ебть число отвлеченное, то аналитическое вы- 
ражене этого востоявя будеть: 

8=В 
идя 
$. [ед. дл] == 4. [ед. дл. 
отсюда, уравнеше лиЕи разетоянй: 
в=94; 
это прямая лишя, параллельная оен временъ и отетоящая въ раз- 
стоящи 4 оть нея. 
2) Возьмемъ движеше, выражаеное уравнён!емъ: 


8 = @, 
(ед. дл. 
тд @а= -— отвлеченное число. 
х од. вр] 


Какъ иввфстно, это есть уравневе равномфрнаго движеня в 
скоростью а. 

Посл надлежащихь сокращен!й, получямъ сущее уравнене 
лави разетоянй: 


в = = (пт), 
а при я—=1: 
яа= ат. 
Это уравнеше пряной ливш, проходящей черезь точку 4 и 
черевъ точку К, (чер. 4), нывющую абциесу АВ, =1. [ед. д#.] я 
ординвту В.К, = а. [ед. дд.], такъ что тангенсь угла К. АВ: равенъ ®. 
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ели п не равно единиц, хо абцисев, равной единиц длины 
(и =1), будеть соотвфтетвовать ордината равная 


[:3 
® [ед. дл.], 


и тогда тавтенсь угла, составляемаго лаправлешень АК: съ осью 


времемъ, 


3) Движене, выражаемое уравнешемъ: 
$=Р а 


а. А. дл.] 
ва. вр.] 


в д—=а. [9%. да], Я = 


веть также равном#рное со скоростью а. 

Уравяене лиши разстоянйй: 

$=Я--ат, 
полагая и =1. 

Это прямая, проходящая черезь точку К (абщиеса нуль, орди- 
ната 4} и черезъ точку К; (чер. 5) (абписев единица, ордината 4 - а); 
тантенсь угла К’К,К,, образуемаго направленемь К.К, съ ноло- 
житеньнымь направлешемь оси времень, равенъ х. 

4) Разсмотринъ движеше, состоящее изъ послёдовательныхь разно- 
изрныхь движеюй съ различными скоростями я выраженное сл - 
дующимъ рядомъ уравнен . 

Оть моментя #==0 до момеята #—4. [сек.]: 


= ет] 


[вв.] 
оть момента {—4. [сек.] до момента #—6. [сек.]: 


8 =4. [мотръ|, 


8=9. иетрь] 5 


оть момента {=6. [сек.] до момента #==10. [сек.]: 


5 — —8. [воть] 5 22 т 


м — 
и оть момента # — 10. [сек.] до $ — со: 


= ету] 
8==2. [метръ] + # [сек] ^ 
Полагая я = Ъ, получимь ломаную длинно разстоявй, выражвную 
слёдующииь рядомъ уравневй: 
Оть <—=0 до += 4: 


в = 2+, 
от 4 дот 6: 
=4, 
ОТ <= 6 до == 10: 
в= —8 2, 
075 = 10 до «= 00; 
=а-т. 


Эта поманая лишя изображена на чертеж 6-мь въ уменьпенномь 
изештаб: 2 миллиметра представляють метрь. 
5) Возьмемъ движене, выраженное уравнешеиъ: 


= ев ен . (@} 
[ед. дл.] 


Тед. пре © 1 ЧАСло отолеченное. 


тдё с=1 [ед 


По подставаеви сюда о. [ед. дл.] вместо 8 и <. [ед. вр.] вы\- 
сто +, получижь слбдующее уравнеше крявой разстоянйй; 


ед. дл. В 
в. [ед, дя.] =1 Ч — с 9. [вА. вр. 
или, по сокращен: 
=, или: = Е . 


Эта— уравыене параболы, вершина которой находится вЪ точк® А 
(см. черт. 7), объ сямметрён совпадаеть съ оеью 5 и фокуеь нахо- 
дится мъ т0чкф И, инфющей ординату: (1:41); абщиеся точки К’ 
равна (1:21). (Еехи ось 5’ взять за ось Х-овь, & отрицазельную 
ось врешевь за 0еь У-овъ и отношеше (1:27) означать черевъ р, то 
уравнене нараболы нриметь обычный инлъ: у? -= 2р2). См. черт. 8. 


2. Божию. 2 
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Другая вётвь параболы, идущая оть точки 4 въ сторону отри- 
палельныхь < и положятезьныхь с, представляеть движеще при? 
меньшихь нуля, выражаемое тфиъ же уравненемъ {2). 

Какь извфетно, движеще, выражаемое уравненшемь (2), есть дви- 
жеще равнозамедленное до момента # = 0 и равноускоренное пос 
момента # = 0. Этоть номенть # =0 сеть моменть перамёны на- 
правлешя движен/я. 

6) Возьмемъь движеше, выраждемое уравнешемъ: 


вв (#1), 
т: 


1 
ф= 2. [метрь], = = ‚ КЗ, [68 


тотиа уравнеше кризой будеть: 


вли: 


Это опять парабола, вершина которой находится въ точк® № (черт. 9) 
(абциеся 8, ордината 2), полупараметуь ея =3, и ось симметрии па- 
раллельна положительной 06и $ *). Стало быть, движеше имфеть 
тоть же характерь, какъ и въ примёр® 5-мъ; если время будемъ счя- 
тать оть момента :3. [сек.], а разстояшя но прямолинейной траэк- 
торн—оть точкя:8, = 2. [метр.] в новыя абциесы и ординаты при 
новомъ началь кординадь № озпачиыь черезь ти о, то новое урав- 
зене кривой будеть: 
3—2. 30. 


Это движеше, схфдовательно, также равноускореяное посл момента, 
остановкя и равнозамедленное до этого момента, 


1 
*) Чортежь 9-й составлен въ масштаб» 260' ТАЕЪ что каждый метрь предетав- 
денъ ша немь 5-ю инихиметрами. 
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7) Возьнемь движене, выражаемое уравнененъ: 
=Р-ушчей..,..... (3). 


[м 1 [ы 
146 Р=2. [метр], а= и = и ; тогда урав- 
нене кривой разстоянй будеть: 

з 


ЗЕ уни = (4) 
Эту кривую мы опредфлимъ двумя способами: 
а) Построимь прямую, выражаемую уравнешемъ: 
ат. уу ь. ‚ › (5) 
и параболу, выражаеную урзвненемъ: 
= 2 
вене. 


ТАКЪ КАКЪ о = 6+ а, то ордината ВК кривой, выражаемой уравне- 
ншемъ (4), равна суныё ВК `-+ ВК, тдв ВК (черт. 10) ордипата 
прямой для абциееы АВ, а ВК — ординать параболы для той же 
эбциссы. Поступая такинъ же образомь для оейхь абщисеь, получимъ 
кривую, выражаемую уравнен1емь (4). Приэтомь надо нифть въ виду, 
что Э-о веть алгебраическая сумма, такь зто гдВ < отрицательная, 
1амь ВК равно вриометической разностя соотвётетаенныхь ординать 
нараболы и прямой, 
6) Уравнеше (4) можно преобразонать сяфдующимь образом: 
= %С- -+- у, 


иди: . 
1_1 
926 (+3), 


за, (2 — 1); 


слфдовательно, эта крявая онять нарабола, вершина которой находится 
Ры 
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1 
въ ток Р, ордината которой равна +5, 8 абциеса равна (—3); 


полухараметрь ея 3, нобь симметр!и варалдельна, положительной оси 5. 
Движеше ото, слфдовательно, также разноускоренное послё мо- 
мента {—— 3, [сек.] и равнозамедяенное до этого момента. 
8) Дввжене, выражаемое рядомъ уравнен!й: 
До момента #= 0: 
8=0, 


оть номента # —= 0 до момонта # =5. [сек.]: 


Ст ре 
т = 5 [1 


оть момента #—5. [еек.] до момента #=16. [сек.]: 
= 5 [метрь] 
8 = ОР] + ак] . 6 
оть момента #15. [сек.] до момента #==26, [сек. ]: 


6 
з=а+И + В, 


тв а= 13,16. [метры], В=9,5. ыы, = 0. ты, 
оть момента # — 25, [сек.] и до # = со: 
8 = 11,5. [метрь]. 


Вь этомъ случай ляшя разетоянй хотя и не будеть ломаною, 


но будеть еоставлена: изъ отрицательной осн времемъ оть <= — со 
до =0, изъ части параболы (черт. 11), выражземой уравненемь: 
.1 
“= 2 


оТЬ т=0 до =5, даяфе изъ прямой, выражаемой уравнененъ: 


з=--а-т. 


2 
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оТь т=Б ДО т==16, затёыъ изь часты параболы, выражаеной 
<= — 13,15 8,5=— 0,05.2 


или: 
$— 11,5 =— 0,05 (+—25}....., (1) 
оТЬ т=1Б 40 *=25 и, наконець, изъ прямой лини: 
«=11,5 


оТЬ 1225 до *=00, 


Парабола, выражаемая уравненшенъ (7), иметь вершину въ точк® К, 
и 0еь симметрии ея параллельна отрицательной сви 5. Движеще, вы- 
ражаемое частью К, К,, есть двяжен!е равнозамедленное. Во всей 
лин!и разстоянй, изображенной на чертеж 11, ыфть ни одной точки 
перелома и нфть точекь перемёны нанравденя движешя. 

9) Разсмотримъ движене, выражзеное уравмешемъ: 


8=10089.- (у.е, . (8) 


тдё Г =^. [метрь] и ^ есть отвлеченное число, позожимъ, 9,08, 
а ф есть перембыный уголь, выраетающий равномфрно съ теченюнъ 
времени, тёкъ что: 


+ 
Ф= Яр, 


18 ТВ. [сек.], К есть число отвлоченное, аврныйръ, 36. Между 
прочимъ замфтныь, что величину угла всегда будемь выражать отвле- 
ченнымъ числомъ, равнымъ отношению длимы дуги части окружности, 
заключающейся внутри угла, къ дяниф радуса ея, предполагая, ко- 
нечно, что центрь круга находится въ вершин угла. Уголь въ 360° 
выражается тогда величиною 2т, а утоль = 1 заключаеть вЪ себ 
57° 17° 44,Т... 

Опредёлимь положеше движущейся точки М ва ея прямолньневней 
траокторм ХОХ (черт. 12) при данномь движении въ моменты #=20, 
1,3,... 86 секундъ; въ эти моменты х иметь величины: 

ж жт 


› 18? 18, °°--° 


это суть углы въ 0°, 10°, 2%°,...... 3607. 
Въ моменть # — © движущаяся точка находится въ №, въ раз- 


© .. 2, 
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стояыи трехъ сантиметровь отъ О пе направлен1ю положительныхь 5, 
Начергимь изъ понтра О круть рамусомъ въ три сантиметра и раз- 
дЬлимь его окружность на 36 равнытъ частей, начяная оть точки Мо. 
Изь точекь дёленя: Р,, Р., Р,,.....Р» опустивь перпендикуляры 
на ХОХ. Основышя ихь и представять положешя М,, М,, М,, 
М,,....- М»; въ моменты #==1,2,..... 35 сек., потому что, 
напрямръ: 


ОМ, = ОР, соз (Р‚ ОМ), 
но ОР. = я уголь (Р, ОМ,) равенъ: 
5 
2к 86’ 
а потому: 
Ом, = Вов (в >) = 
в = #4 608 |2® 36 =. 


Очевидно, двыжен{е будеть пердическое съ перюдомь Т’(вЪ 36 сек.), 
такъ КакЪ въ момеяты: 


Ь 1 ЭТ... 


хоеннуеъ будеть имфть одну и туже величину, а потому и $ въ этя 
Т ЗТ 5тТ 

ое, м)... 
движущаяся точка будеть изходиться въ М,. въ разстояви 3 санти- 
метровъ по отрецательной части траэктори. Тежинъ образомъ, двыже- 
ше точки будеть кодебачельное вдоль по длинё М, МО,, и обратно, 


моменты будеть одно я то же. Въ моменты #== 


вричемь продолжятельность каждаго размаха будеть равна =, т.е. 
18 секукдамъ. Такое движене иазывается яростымз зармоническимз 
денженщемь. Длина 2Т, называется величиною размаха, а Г. — омили- 
тудою колебаня. 
Уравнеще кривой разстоямй будеть: 
т 


э= ли (85-1). уе» (9} 


а въ нашемь случа: 


3=$3 608 (> 5) 
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Чтобы составить себф поняце о видф этой кривой, постронмъ ея 
точки, соотвфтствующя абщиссамь т=0, 1,...., ‚ елфдующамь 
образомъ. 

Начертвиь кругь изъ центра А радусомь въ 3 сантикетра и 
разд®яимь ето окружноеть на 36 равныхь частей, начиная оть 
точка К, (черт. 13). Изъ точекь дфлешя Рь, Р,, ..... онуствыъ 
пернендикуляры па ось времемъ; эти перпендикуляры будуть пред- 
ставнять величины ординать, соотвёствующихь абциесамь Ви, В:,... 
Еривая будеть инёть видъ, представленный на чертеж. 

Наивыспия н изиниспИя точки кривой суть точки остановки 
движеня, 

Подобным же образомь легко раземотрёть движещше, выра- 
жзеное уравнентемъ: 


. #1 
5= Гав (8=-р), уни + (10) 
которое можно представять подъ видомъ: 


5 = 6 608 (-* —") 


а 
яли — 
8— ая(в= т, уни + (11) 
тдё г 
Рон. + (8) 


Такъ какъ равенство (11) отличается оть равенства (8) только 
Т . 
твиъ, что въ (11) времн считается оть момента на 71 поеднйшаго, 


ч&мъ въ (8), и такь какъ оба движения выфють тоть же перодъ, томы 
внрав® заключить, что кривая 

5-= ай (=) и... (8) 
иыфеть тоть же самый видъ, какой имфеть кривая выражаемая ра- 
веметвомь (9), отличаясь оть Нея только положешень; при т—0, 


3-0, пра = › =), ит. д. Кривая нзюбражена на чертеж 14-мт. 
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Кривая, выражвемая уразнешемь (13) или (9), называется сину- 
ссоидею н выфеть видь золнообразный; длина № называется длиною 
золны, ^ выеотою полуводны. 

Двыжеще, выражаемое уравиененъ: 


5-5 (®т—1),.. 4) 


тд т постояниое отрлеченное число, есть также простое гармони- 
ческое движеше, отличающееся отъ (10) {фазою т. Положивь т 
равяыыъ: 


4 
ра 


можемъ предетавьть уравнеше (14) подъ сяфдующимь видомъ: 
. $ а 
5 = м 2к (*-+- 
Соотвётетвенная лишя разетояый выражается уравнешемъ: 
т—4 
Е 


Слфдовательно это также синуссонда, которая переефкается осью 
временъ въ точкахъ: 


$=4А 8% Эк 


=....4— дан, кв, 
9) Двыжеше, зыражаемое урзвнешемъ (1} 
=ш-- Вай (в, .... 


выфеть кривую разетоянй, выражаемую уравнешемъ: 
. из 
6—6 2% (=) иене = (15) 


Построниь эту кривую по точкажь, соотеБтетвующимь т=0, 
(0,1), (0,2),..... (0,9), 1, (1,1), ит. д, принимая, за единицу 
длины саятиметрь. Всего удобнфе пользоваться для этого клфучатою 
бунагою, графленою на клфтки въ 1 кв. миллиметрь. 
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Проведенъ прямую, выражаеную уравненемъ: 


9=т 


и синуссоиду, выражаемую уравнешемъ: 


затВыъ построимь ордаваты: 


=з+3 

для сказанныхь моментовъ. Получимъь кривую, изображенную на 
черт. 15-мь. На этомъ чертеж изобрыжемь кусокь бунаги, раздф- 
ленной на квадратные миллиметры, АТ и 45 взяты за положи- 
тельныя 56и временъ и разстоянй. Изъ центра 4 радлусомь въ 6 сёя- 
тиметровъ описана четверть окружности, ‹раздфленная ва 30 равныхъ 
частей; ординаты точекъ дёленя этой окружности, будучи перевесены 
на падлежащее мфето, дадутъ ордизаты еинуссовды дяя соотьётетвую- 
щих абщиесь т, тавъ, ордината РД) вобемьиаддатой точки дёленя 
`предетавяяеть похожительныя ординаты синусоиды ддя эбщиесь 48 
{<=1,8) и АВ’ (<=4,2) и отрицательныя ординаты сянуссоиды для 
абниесь АВ’ (1=17,8) и АВ” (+= 10,2). Эти ордиматы вадо алгебрам- 
чески придать къ соотв®тетвеннымъ ординатамъ прямой лишён АВВ”; 
такъ, первую надо еложить съ ординатою ВЕ (=1,8), вторую— съ 
В’В’ (—=4,2), третью надо вычесть изъ К"Я" (=17,8) и четвертую— 
изъ В"А” (=19,2). Подучатся точки К, К’, К’ и К” искомой 
кривой. 

$ 9. Нря понощи чертежа, изображающаго кривую разстольйй, 
ередняя скорость перенфщеня въ теченн какого либо промежутка 
времени опредЪлится произведещемъ изъ едимицы скорости на твн- 
тенсъ угла, составляемато съ ноложительною есью временъ паиравяе- 
шемъ сфкущей, проведениыиь изъ точкя К, соотвфтетвующей началь- 
ному премежутку времена, къ точкё К, соотвфтетвующей конечиому 
иромежутку времени, а именно (см, черт. 16): 
=. — я _ В Ка — В, К, [9д. дл-] 
ЪЫ—& АВ, — АВ, [вд. вр.] 
=#4(КК, 47),...-.... (16) 


7 (ь, 8) 
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ти У (6%, 2:) оеначаеть величину скорости перемфщеня въ теченти 
промежутка врененя #, —#, Е—величину единицы скорости, Ю.К, — 
направлеше изъ К; къ К,, прямой, сВкущей кривую разстолый въ 
точкахь Аз и К, АТ-озназаеть направлене положительной оси 
вроменъ. 

Есяи пероифнимь оба направленя на противоположных, то тан- 
тенеъ угла между ними будеть выфть ту же величину и тоть же 
зивкь, что = прежде, поэтому можеиь 7 {6,#) выразить еще и 
так: 


У, -Ец (Е, К, ТА), *) .... (1) 


тдв К, К. есть направлеже ебкущей изъ КЮ кь К, а ТА направ- 
зене въ сторону ушеныивющихся времевъ. 


Для иромежутка времени {,—# (ем. черг. 16): 


= Ра. РУ (ЕЖ, ЯР); (18) 


зАФеь накъ тангепеь, такь и самый уголь отрицательные, между 
твиъ какь для промежутка времеви $, —й въ движешн изображен- 
иоиъ на чертеж 16-мъ, тантенсь и уголь--положительные. 

Зязеь также: 


У (1, )=ЕУ (ЕК,ТА ..... 09). 


При прибжиженн точки К, къ точкв К,, направлеше К К с 
кущей будеть приближаться къ направлению касательной К, Ё, (чер. 17), 
прозеденной изъ К; къ части вривой, соотвётствующей абциссамъ 
болылянь АВ,; при праближен:и же точки К; вь точвВ К; напраз- 
леше К, Е, будеть приближаться къ накравленио кведтельной К, М, 
(черт. 18), проведенной язь К; кь частк кривой, соотьфтствующей 
абциееамь меньшимь АВ,. 

$ 10. Возьшемь какой либо моменть # движештя, Отдёлимь два 
промежутка времени, одинъ— начинающиеся въ моменть{— 9’ кон- 


+) Уголь, составхяемый хавныь нибудь направленеь ст положительнымь на- 
правлошемь оси АУ, считается отЪ похожительной части этой оси въ сторону подо- 
жительной части осш 48; угохь же, состаменный съ папрезлещеыь ТА, считается 
оть этого направлен: въ сторону отрипательной оси 4(—5). 
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чающийся въ моменть #, другой --начинающся въ моменть # п кон- 
чающЕся въ моменть {+ $. 

Составинъ величины среднихь скоростей перемфщенй для этихь 
промежутковь времени по формуз (17), прамфненной кь первому 
промежутку: 


(619) = Е (КЖ ТА ... 00) 
и по формул6 (16), приифненной ко второму промежутку: 

У (+3, 9 = Ем (КК, АР) (21) 
(см. черт. 19). 


Если величины 8'’и $ будуть не достаточно малы, то можеть 
случиться, что внутри этихъ промежуткогь времени находятся точки 
остановки дешжешя; въ такомъ случа величина © (+, #—%') еред- 
ней скоростя въ пути для перваго промежутка времени будеть не 
равна абсолютной величинв У, #9) исредняя скорость о (#58, 8) 
будеть не равна абоолютной величинв У (#+8,5). Такой именно 
случай продставлень на чертеж» 20-мъ, Здфеь находятся двф точки 
остановкн (соотвфтетвующия точкамь М’и №’ на чертежь) въ про- 
межутк® времени оть #—5' до # в четыре точки остановокь (соот- 
ввтетвуюния точкамь М”, №, М”, №" на чертежВ) въ промежутЕВ 
времени оть # до #+8. Вообще, всякая точка остановка есть такая 
точка трактор, въ которой возраетане $ переходить въ убываше 
или обратно; поэтому точки остановки на лиши разстоянйй изобра- 
зкаютея такими точкввы, въ которыхъ ординаты вифють наибольния 
ини нанменьнйя величины сравинтельно съ ордиватами сосфдинхь 
точекъ, то веть это могуть быть зибо точки, въ которыхь касатель- 
ныя парахлельны оси вренемъ (какъ точки М', М’ М”, №', №’, №" 
на чертежь 20-мъ), либо точки излома таюя какъ точки К, на чер- 
тежахъ 21-мън23-мъ. Точка же изнома на чертеж 24-мъ ме вред- 
ставляеть точку остановки, потону что здфеь з непрерывно возра- 
стаеть какъ до момента #, такъ и послё мего. 

Нредноложныь себф теперь, что ыы будеиь давать зеличинамъ 
$ и В все меньныя и неньшин величины и черезъ это будемь уень- 
шать вее болже н болёе величины промежутковь временя оть (#—8') 
20 фм оть & до (#+8); при каждыхь новыхь величинахь 8’ и ® мы 
вычнелимъ величины $ (#—8',{), У(#- #1), 9 (2,549) я РЕ, 5%). 
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По ыёрв приближешя величины этихь промежутковь кь нулю, мы 
в0 зсякомъ случа костигнемь сначала до того, зто знутри ихъ не 
будеть заключаться ни одиой точки остановки. (Такь, въ случа 
представленномь на чертеж 20-мъ, котла $’ уменьшимь до вели- 
чины $", & $ уменыпимь до величины %, то въ промежуткв оть 
({—#) о Ёи вь промежутьВ оть # до (#+9,) не будеть такихъ то- 
чекъ). Начиная отъ промежутков времени такой малости и далфе, 
но ифрё дальнёйтато приближен]я величинъ промежутковь къ нулю, 
величины сроднихь скоростей перемфщенй будугь равны либо по- 
ложительно, либо отрицательно взятынъ воотвётственнымь среднимъ 
скоростямь въ пути. 

Такъ, въ случаяхь, изображенныхь ка чертожахь 19-мъ и 24-мъ: 


9 (61—73) = В 9 (Е: Кь», ТА), 
9 (+) == ЕН (К: Еыь АТ), 


ВЪ случаВ, изображениомь на чертежВ 20-мъ: 
® (1,1 3") =7(6:-- № = Е (К: К», ТА) 
(Е, д =У (143,8 = ВН (К, Кыьь, АТ), 
въ случаяхь, изображениыхь на чертежахь 21-мъ н 22-мъ: 
9 (1—9) = Ум) = Ем (Е: Кр, ГА), 
9 (#53, )=-У (+= Е (Е. Кыь, АТ), 
и вЪ елуча®, изображенномъ нз чертежВ 23-ыъ: 
9 (61-9) =-У(6Е-9)=-ЕЫ(К, К, ТА), 
# (1+3) =У(+3 В = 119 (Е, Кы-, АТ). 


При такомъ умемьшен!н величины промежутковь времени до мужа, 
величины среднихъ скоростей + м У постененно приближаются къ 
предфльнымь величинамъ, которыя мы условимся обозньчать такъ: 


иред, {9 (#,#— $) ую, пред. (#3, 0 
пред. {У (1.#— 9") иго, ИрдР (3, Эры 
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Означимь черезь 5—0’, 55, $43 разстояя дважущейся точки 
оть О въ моменты 5%, Ёи #48. 

Основываясь на опредфлеши поняя о ередней скорости пере- 
мБщеня, величины предфловь среднихъ скоростей пероифщеня ддя 
промежутковь вромеии оть $—8' до фи оть $ до #+8 должны быть 
вычиеляены по сяфдующимь формуламъ: 


пред. Ув 1—9!) | = И . . (22) 


ы —8 
пд, [7 (68,0) пре : .. @3) 
Кром того изъ равенствь (20) и (21), при уменьшетя вели- 
чниъ 8’ и 8 до нуля, слёдуеть (какъ уже сказано въ конц $ 9): 
пред. {У (1—9 (И,ТА).. . (24) 
пред. УЕ Во = Е (1, АТ), ... (25) 


тдё №" означаеть направлене касательной, проведенной изъ точки К 
къ той чаети кривой разстоянй, которая соотафтетвуеть абцисевмъ 
меньшииь АБ: (ем. чертежи 19—24), а # означаеть наиравлеше ка- 
сательной, проведенной изъ точки К; къ той чаети вривой, которая 
соотв тствуеть абциссамъ большимь АВ. 

Что касается до нредфловъ среднихъ скоростей въ нути, то они, 
будучи положительными, продставляють абсолютных зелвчины нре- 
дёловъ среднихь скоростей соотвфтетвенныхь переифщен, & именно: 


од. | 1 У == пра, | =, . 26) 


тяЗ верхний знакь должен быть взять въ томь случаф, когда 


и. | =" 


пре, ки 


а нижн— когда этоть продёль лыфеть величину отриндтельную; 
точно такъ же: 
[в 


пред. | (#3, 5, == 4. | 


| . (27) 
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тлф верх! знакъ долженъ быть взять тогда, когда 


9 — 
д. ыы 8: | >6, 
8 нижи когда этоть предёль имфеть величину отрицательную. 

Вь случаяхъ, инзображенныхь на чертежахь 19—24, должны 
быть взяты елфдующие знаки: 

Вь форнулё (26) знакъ нлюсь: въ случаяхь черт. 19, 20, 21, 24; 
знакъ минусь: въ случа черт. 23. 

ВъформухВ 27 зизкь плюеъ: въелучаахь черт. 19, 20, 23, 24; 
знакъ минусь: въ случаЪ черт. 21. 

Вь случаЪ представленнонъ на чертежь 22-нъ вс предфльныя 
скорости въ моменть # равкы нулю, такъ какъ направленя Ён #' 
параллельны осн временъ, а потому тапгенсы входяще въ равен- 
ства (24) и (25) равны нухю. 

Приведенныя выюе равенства (22), (23), (24), (25), (26), и (27) 
примфнимы ко всякому моменту движеня, при всяконъ видь лини 
разстоян й; даже въ тёхь елучаяхь, когда эта линя иметь точки 
излома, вышепрнведенныя равенства примфнимы къ момепту, 600т- 
вфтетвующему точь излома. 

$ 11. Евли въ точкВ К: кривая разстояый не представхяеть 
излома, то направленя № н А взаимно противоположны, з сл%до- 
вательно тогда у (", 74) =19 (&, АТ). Въ этихъ случалхь, на оенр- 
ванн ‘предыдущихь равепетвь, пред®льныя скорости но 06% стороны 
момента # равкы между собою, то есть: 


пред. У (Е Зо == пред 1 (#8, Юрныю . (28) 

пред. [0 (#,#— 9-0 == пред. | (#5, В)ыыо . (29) 
Велнчину 

прод. {6 (6#— Зо щи. 1-8, Эно 


Величина скоро- называють бедичиною скорости двиокеня в моменте , мы усло- 


внмся обозначать её знакомь ©; или проето буквою о. 
По пыфющииея формуламъ: 


—_ 8—8 [Вы — 8 
В д ЗИ ое, 


| 


— ЗЕ --= 


= В #4 (#. АТ), ван #9 (Е, АТ) > 
(какъ на чертежахь 19-мъ н 20-мъ}, и 


8+ — 8+] 


р [ $148 — 5: 
(31) 2= — пра, Гы мо 


пр, ЕН 


|. 
=—Е 4 (№, АТ), вах #9 (&, АТ) < 0 


(авъ въ случа, изображенномь на черт. 25-мъ). . 
Нриифнииъ эти формулы для вычисленя величимь скоростей 
движен, выраженныхь уравненями (3), (8), (14), (1). 
Уравяене движен!я: 
= ..,.... . (8) 
Составимь отношене: 


5:48 — 5 #9 + (28 +) 
$ 5 


а-н Зе 63, 


Легко вядфть, то 


и лака, 
$ -=0 


Если ви с величины положительныя, то для { бозышихь (—а: 26) 
сумыв а-+- 26} будеть положительною; поэтому въ разенатряваемомь 
движения для вефхь моментовъ $, слёдующихь за момеятомь 


_@. 
25? 
9=а+ 9... .. . (89) 
и для веёхъ номентозь, продшествующихь вышесказаннону, 
=—{@+%9) ..,... (38 98) 


Нря # равномъ (—@: 26}, т. е. въ точкф остановки, #0. 
Возьмемъ движеше, выражаемое уравнешемъ: 


В 
3= 20092 -р еее , 8) 
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Составямь отвошене: 
8—8 7 
$ 3 


Разность косннусозь, по навфегной формул тригонометрии, рав- 
няетея произведению: 


$ 1 
( 2 “+ ) 608 25 т) 


2 9 . 
— авт (# — 5) 8 т", 
поэтому: 
зе т 
52—81 _ : * ( 3) = 
9 = — 2 зт # 5 э 
т 
ый р $ 78 
-- т 7 (! + 3) = 
ТР 


Переходимь къ продфлу, приближая $ къ нулю; какъ изифетно, 
отиошене 


2% $ 
приближается тотда къ единиц. Сь другой стороны т ( - 3) 
# 


® 
при 8=0 обращается въ зй Эт т. Поэтому: 


[84++3 — 8: 


пред А 
| 3 0 и 38 "т 


. $ 
Такь какъ 3% к т иметь зеличины положительныя для # 


заключающихея въ нредёлахь: оть #=0 до =, оть 2 =Т лю 
эт 
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& для $ заключающихея въ предвлахъ: 


7 
ть д =Т, ьэ ЮЭТ, ......... , 
величина скорости выразнтея такь: 
2 # 
= — уЁ ат ту .. . (8453) 


8: ее 2 [= (= " 1) з ры 3) = 
22. ( *— з ) 
эт т 608 \ п т 7/= 


у’ Ы 
, т ( *— м 
= 2 1603 = т т уг. 


Переходя кь вредфлу, найдемъ: 


пи ыыы 


Сл®довательно, въ этомъ движени: 
$ # 
= ро (м7), уе (35) 
тдф знакь минусь дояжно взять для тёхь моментовь времени, ври 
хоторыхь косинусь имфеть величину отрапательную. 
'Изконець эъ двяжени, выраженномь уравнещемъ (1): 


5+ Ватан 2, 


28.3 а #- 2 
= + узттоу 608 28 и. 
Отсюда: 


— В 1 
пред. и = в- 21708 2 т. 


Подетавивъ сюда выфето а, В и Т’ заданныя величины: 


=, 6. [сан], 12. [овк.], 


получимь слфдующее: 


8548 —8 ант. 
пред. ры в : | = (. -+ = 208 Эт в) . Г 


Эта величина обращается въ вуль при т„=3,619.,. ит,-=8,381..., 


котда косинуеъ получаеть величину |- =) . Сафдовательно, моменты: 
+. = (3,619... 3. 12). [ввк.] 
$. = (8,381... 98. 12). [вев. |, 

хдф п какое либо пёлое число, еуть моменты остановокъ, котда еко- 


рость обращается въ нуль. Оть {0 до {, н оть &, до слфдующаго 
момента оетановки: 


= (1 +- зажат). . ... . 86) 
& между „и {: 
[сыт.] 


в — (1+ тот). Тек] '° . (3688) 


8 12. Евли точна К, веть точка излома кривой разстоянй, т.е. 
@сли направлене Ё’ составляеть еъ изправлещемъ # острый нли туной 
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уголь не равный 180°, то тогда равенства (22)—(27) остаются въ 
сил, но равенства (28} и (29) не яыфють ибета. Въ этить су- 
чаяхЪ можно сказать, что величина скорости движещя получаета 
85 момекте # измьнеше конечной (& не безконечно малой} величины; 
такъ, наприм®рь, въ случай, изображенномь на чертеж 6-мъ и при- 
зеденномь въ пунктВ 4-мъ $ 8-го, до момента #—4 (сев.) ско- 
рость была 

1 [метр] 

8 [ж.] * 
а въ этогь моменть мгновенно обратилась въ нуль; в5 моменть же 
+= 6. [сек.] скороеть итиовенно возросла оть нуля до вехачииы; 


[мегрь 


2 (сев. 


, 
& въ моненть # = 10. [сев.] ведичина скорости игновенио уменьшя- 
дась еть вредыдущей зеличины до величины: 


[метрь 
[вв.] ° 
Злеь фифстно замфтять, что такого дфйствительно мгяовеннаго 

измфненя скорости въ природф ке существуеть, тавЪ кавъ это про- 
тиворфчило бы свойству ннерфи матери, Въ хйствитезьностя веякое 
измфнеше величины скорости совершается постененно и потому х%й- 
ствительныя кривыя разстояый не им оть точекь излона. Озмыя 
быстрыя изыфнешя скорости случаются при соударени т®хь, р8з- 
рывф связей и при дваженяхь, сообщаемыхь дфйстыемъ взрывча- 
тыжь веществь; какъ нк мазы промежутки времени, вЪ течени ко- 
торыхь пря этихь обстоятельетвахь совершается изибнене скорости, 
но оим ногуть быть изыфрены нозЗйлими хронографическиия ври- 
борами, изибряющими съ точностью до стотысячвыхь долей севувды, 
между тбыъ закъ процесеъ соударешя между тлами небольшой ве- 
лачины совершается въ зечентн ифсколькихь десятитысячныхь долой 
секунды, 

- Въ женфзнодорожной службВ употребительны графичесвя табхицы 
ходь пофздовь, построенныя подобно чертежу 6-ну, ед дваженю 
пофзда оть станции до станцун. изображается прямою наклонною хя- 

5 
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нею, а пребываше его на промежуточной станщи— прямою параллель- 
пою он временъ. Понятно, что если бы изобразить дфйствительное 
движене пофзда, то получаляеь бы крявая, переходящая вЪ части 
пряныхь лин безь изломовъ, какъ напр. на приведенномь у ваеъ 
зертежь 11-мъ; но ташя подробности на графической таблиц хода 
пофедовь совершенно безполезны. 

ЗВь послёдующихь нашихь разсужденяхь мы будемь предполагать, 
что криввя разетоянйй не имфеть изломовь и что, сифдонательно, 
зеличина скорости измфилется съ течешемь вроменя непрерывнымь 
образомъ. 

$ 13. Тамъ, кто внакомъ съ началами дифференщальнаго исчиедешя 
известно, что оба прехфла: 


бы | 
пех, о А. [5 


суть ив что иное, канъ производная оть 5 но # дия разематриваемаго 
момента. Поэтому: 


4 _ 
== и=ЕШМ (@, АТ), .... (37) 


вЫ 
$ —=0 


тдВ знакь -- должень быть поставлень въ томь случаф, еели въ 
разсматриваемый моменть з возрастаеть вызст® съё, т. е. движеше 
совершается въ сторону возрастающихь 5; тогда нанравленю ® с0- 
ставляеть острые углы съ положитольными осями времень и раз- 
етояий. Напротив, знакъь — долженъ быть пеставленъ въ (37) въ 
тёхь случаяхь, когда 8 убызаеть выфотв съ узеличенюмь $, т. е- 
двяжеше совершается въ сторону убывающихь 5; въ этяхь случвяхь 
направленю # составияеть острый уголь съ направлошень АТ’ и ту- 
пой—сь нанрзелешенъ положительной оси разстояй. 


В. Криволинейное движеще. 


$ 14. До сяхъ поръ мы предполагали траэкторю прямолинейною. 
Предположимь теперь, что траэктор!я есть какая либо кривая лишя 
плоекая. 

Прежде всего надо знать видъ трактор{Н и ноложеше ея въ той 
плоскости, въ которой она заключается. Для этого ироведемъ въ 
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плоскости дв взаимно перпендикулярныя оби —00% коордищитз: ось 
абциссь {—Х) ОХ и обь ординатз (—У) ОУ. Точка пересфченя 
ихь 0, начало координать, раздфляеть каждую изъ осей на поло- 
жиательную (ОХ) и (ОУ) и отрицательную {—ХО) и (—У0); на- 
правленя ОХ и ОУ суть направлен!я положительныхь осей Х-овъ 
и Убовь, направлена О(—Х) в 0(—У) суть направдешя отри- 
цательныхь осей Х-овь и У-овь. Абциесы и ординаты каждой точки 
суть координаты ея; мы условемся обозначать абщиесы знаками 2,, 
2,2... и вообще буквою 2, а ординаты знаками у,, У, У, --.-- 
в вообще буквою у. Будемъ имфть въ вяду, чт0 2 и у суть даины 
й что отношеня ихъ суть отвхеченныя числа. 

Положеше и видь кривой на пхоскости вполнё опредёляются 
уравненемь кривой. 

Уравнен!е одной и той же кривой, при одкомъ и томь же по- 
ложени ея на плоскости, можеть имфть различный видъ. 

Это можегь быть равенство вяда: 


9%, 9)=0,...... . „88) 


первая часть которато веть нзкоторая функшя отв 2, у я оть па- 
раметровь кривой. 
Такъ, уравнен!е круга: 


(2—4 +— 6—0 


заключаеть въ себф три параметра: а и $ — координаты центра н 
Е величина радуся. 

Уравнене той же кривой можеть быть рфшено относительно у 
ция х и въ первомь случа оно получать вядъ: 


=, ....... . (89) 


тдЪ / ееть функшя оть х и нараметровъ кривой, 
Напрамёрь, уравнене того же круга можеть быть представлено 
подь вядомъ: 


== — (2 а}. 


Далфе, уразнеше кривой можеть быть предетавлено подъ зидомь 
двукъ разенствь: 
=, (и) .. (40) 
= (9) 
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74% м есть нёкоторая вспомогательная перзмЁнная, ф; и ф, суть иф- 
которыя фуикщи оть м и нараметровь кривой. 
Напрямфрь, уравнеше того же круга можно предетвлить подъ 
видомъ двухь равенствъ: ° 
&=а-- В с08 


ув Вяти, | тот 


тд и есть уголь, составляемый съ положительною осью Х-овь на- 
ъправлешемъ радуса, проведеннаго оть центра къ разсиатриваемой 
точкВ окружности; этоть уголь считается оть положительной оси 
Х-овь въ сторону положительной осн У-овъ. 

Чтобы указать положене двяжущейся точки на ея тразктор!я зЪъ 
какой либо моменть премени, надо: 

&) выбрать на тразктори какую ибо поетоянкую точку (5%) 
оть которой условимся считать разотолыя вдоль по нриголицейной 
трактор, 

Ь} надо условиться, вЪ какомь изь двухь направлен по этой 
кривой  разстояня оть вышесказанной точки цо криволинейной 
трактор считаются пожожительнымй и 

с) надо знать величину разетоявя вдоль #0 дучь криволинейной 
траэкторёи движущейся точки (М) оть точки 8, въ разематри- 
ваемый моиенть вренени. 

На чертеж 26-мь изображена для примёра окружность, сл- 
эжащая траокторею ифвоторато движевя точки. За тотку 5, взята 
та точка окружноети, для которой утояъ % есть нуль. Направлеше 
положительныхь разстояй означено стрёлкою. Разстояыя 5 счи- 
таются вдоль по окружности оть 5, до М. Изображенное ва чер- 
тежь положеше точки можеть быть опредфлено положнтельною ве- 
зичяною 5 = Ин (тд = веть уголь 8.ОМ) или отрицательною ве- 
Зичиною $, =— В (2=—\щ). 

Условившиеь опредёжять положеше точки на окружноети нодо- 
жжительными равстояями, можемъ въ равенствахь (41) зам нить # 
отношенемъ (3 : Е), такъ что эти равенства, получать сяфдующЕЙ видъ: 


2—а+ Вов. 
нее (49) 


8 


у=0- Ват 
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Для другаго примфра мы возъмемъ случай, когда траэкторйя точка. 
есть циклоида, выражаемая уравненяыи. 


= Я(® зто 
ие, и" . #3) 


тхё ® веть вспомогательная перемфнная. Циклоида есть кривая лин, 
вычерчиваеная точкою окружности круга, катящагоея по прямой. 
На чертежв 27-мъ изображена пиклоида, выражземая уравнешлыи 
(43) в вычерчиваемая точкою В круга радуса В, катящатося по 
0 (—ХОХ). Велвчина в есть утолъ, на который поворачивается 
катящййся круть при переход» его центра изъ положеня С. въ по- 
ложеше С,; такь какъ катаще совершается безъ скольженя, то 
длана дуги №О,, равная длин дуги В,7, равна длин ОМ иди О.С, 
Для части кривой, находящейся по лбяую сторону оси ОУ, уголь 
ныфеть отрицательных величины. 

За точку 5. возьмемь точку В, (чер. 27) и направлеше похо- 
жительвыхь $ пусть будеть то, которое обозначено стрёлкою, начер- 
ченною пиже В.. Въ приложен! и дифференшальнаго и ивтегральнато 
исчисления къ теоиетри будегь показано, что разстоящше в оть 5, 
до точки М по дуг пикловды выражается въ соотефтственномъ 
угл в такъ; 


8=48 вт-5, 


отсюда, такъ какь 2 вый =1 — 6086 
= 16 я =8 (1 — 608%), 


а схбдовательно 


5 
пчневе— 2 (1 — 16), 


у=зН(1 -в#) . 


[8 ” . 
ватт (И тв) 


& потому равенства (43) могутъ быть представлены подъ слФлующимь 
видомъ: 


== > И: Витсят (5 Утв) ] . (44) 


з 
—з(1— в) 

зифеь вепомогательною перемённою служать уже разетояне 5, какъ 

и въ уравнетаяхь (42). 

Вообще будемъ предполагать, что уравнене каждой кривой можно 
звывнить двумя рааенствеми, выражающими координаты 2 х у точекъ 
ея въ функши оть разстоянйЯ 5, считвемыхь вдоль що кривой оть 
нЁкогорой опредфленной постоянной точкя ея 4%. 

$ 15. Положимъ, что точка М, двяжущаяся въ плоскость ХУ, 
овмсытаеть траэкторю, уравнене которой представлено въ видё 
`равенствъ: 

ж== Р, (8) 


уни «(44 
У.) , 9 
какъ объяенено выше. 

Чтобы знать движен!е точки по ен траэктор:н надо знать урав- 
нене движешя, т. о. равенство, изъ котораго для веякаго момента # 
можно было бы опредфлить соотететвенное 5. 


Пусть это уравнене движеня рёшено относительно з и слЁдо- 
вательно представлено иодъ видомъ: ” 


8=ЕР(®,........ - (45) 
тх$ эторая часть есть мфкоторая функифя враменя. 
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Тогда, подставивъ въ равенство (44) выфсто з эту функцию Р (8), 


получимъ: ВР) 
&=1, ] 
РР] нов (46) 
то сть и у суть нфкоторыя функщи оть #: 
&= 1.0] 
= 7,0 т. . . (6) 


Эти два равенства опредфляють или выражають разсматриваемое 
двяженю точки въ плоскости Х У; изъ нихъ для каждато момента & мы 
найдемъ 068 координаты положеня движущейся точки ва этой ило- 
скостя въ этоть моменть. Исключивь # изь этихь уравненй, мы 
получиыь уравнене тразкторш, описываемой точкою. Даже н ме 
производя исключевя, мы кожемъ скотрёть на равенства (46} какъ 
на разенства вида (40), представляющия уравкеше траэктори пря 
поесредств® вспомогательной перенённой {. 

Для прныфра положиыъ, что траэкторя точки есть кругь, урав- 
нене котораго выражается равенствами (42) и что движеше точка 
зо окружности совершается слфдующимь образомъ: 


$=АЬ 
г% 
р — 10 МЫ , 
[сек.] 


тотда уравненя движеня точки будуть слёдующия: 
ж=е+-й св 
у 
орт * {47) 
у=8-+ Вы в 


$ 16. Прежде чёмъ идти далфе, замфтимъ, что понямя о нере- 
убщени, длин» пути, о средией скоростя перемфщеня, © средней 
скорости пути и наконець о велизни® скорости въ какой либо мо- 
менть двяженя одиизковы какъь дла прямолннейнаго, тажь и для 
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криволинейнаго движен!я; поэтому величина скорости Ф выразится и 
здвеь такь: 


ар ные. (48) 


48 
тдф знакъ плюсь должно взять въ тонъ случа, когда > 0 и зназъ 
4 
живусь вЪ 10мЪ— коГЛа г < 0. 


Направлево два- Вь случаяхь прямолинейнаго движешя мы говорили: движене 
}я тОЧЕЫ, ОПЯ- , : 

В ей “ори направлено въ сторону возрастающихь >, или: движеще направлено 
зволинейвую тра-вь сторону убывающихь 5; приприволинейномъ движенн мы будемь 
вторио. называть направленемь движеня направлене касательной къ тра- 

; @5 
экторйи азъ положенйя точки въ сторону возрастающихь $ есля Е >0 

[С 
и вь сторону убывающихь $ если =; < 0 


Мы всё привыкли тёено связывать поняце о величин скорости 
въ нонямеыъ о нанравлени движения и представлять ©еб% скорость 
вь ведь длины, направлепной по касательной въ сторону двяженя. 
Такое представлеше обусловливается знашемъ свойства инерци ма- 
тер, въ силу котораго матеръяльная точка, движущаяся по криво- 
линейной тразктори, ямфеть етремленше сорзаться съ криволиней- 
ваго пути н продолжать движеше но касательной съ иостояжною 
скоростью; знаю это прюбр®тается и подкрфихяется опытами, слу- 
чающимися нерфдко помимо нашего желаня и ожидая. 

Изображеносв- ‘Такое иредставлене скорости въ зядё длины, отложенной оть 
рост ЖииНоЮ. положещя движущейся точки въ направлени движеня, мы усвозыъ 
и будвмь имъ постоянио пользоваться. Мы уеловимея изображать 
скорость длиною, тавъ относящеюея къ единипв длины, какъ вели- 
чина скорости относится къ единиц скорости; эта длина { будеть, 
стало быть, такова: 
1 = [в. дё.] а р] 
т. е. 


1 — в [ед. вр.] 


$ 1. Точкь М., имфюющая коордниаты: д— но осн Х-вья 0— 
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по оси У-вь, есть празиия точки М на 06ь Х-вЪ и точка М, ны 
ющая координаты 0— по оси Х-въ и у— по оси У-въ, есть проекщя 
точки М на ®ь Увь. ВыфетВ съ криволинейвымь движешемъ точ- 
ки М, выражаеныиь уравнении: 


=, ® 
2=10|.. ини + (48) 


точка М, соворшаеть прямолинейное движене по оси Х-вь, вы- 
ражаемое уравкенемъ: 


#=1 0, 


прачемь х представляеть разетозне этой точки оть начала коорди- 
нать; елфдовательно величина скорости 7, точки М, въ какой либо 
4% 


4х ах 
моменть равняетея “7, вели 3.>> 0 и равняется | ——`;; } если 
ах 


ж <‘. 


Точка М, совершаеть по осн У-въ крямолемейное движеше, 
выражаемое уравнешемъ 


= 4), 


приземъ величина скорости 7, этой точки равна 


ау 


тАВ дозжень быть ваять знакъ плюсь, если т, 


ау 
ш< °. 
Бакь сказано въ предыдущемь параграф, мы предетавляемь 
себф скорость въ вадё длины, отложенной оть мфсте точки въ про- 
странствв и имфющей ваправлен1е движен:я. Сл#довательно, скорость 
точки М, мы представямь себф въ видЪ длины ©, [ед. вр.], отпо- 


> 0 изнакъ минусъ, 


если 


женной оть М, въ сторону возрастающихь д-въ, если “> 9, в 


ах 4 
въ сторону убывающихь 2-въ, есни #<%® можно сказать, что 
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представляет» величину и направлена скорости точки М, и 
точно также Е представляетз величину и направлеще скорости 


точки М, 

Отноненю скорости точен М, къ скорости токи №, даеть ве- 
личину тантенса угла, составляемаго направлешень скорости точки М 
въ положительною ею Х-въ. 

Вь самомъ дЪив пусть и и у: суть коордияаты точки М ВЪ м0 
менть $, & Жен из — координаты ея въ моменть #8. 
Такъ какъ 


—_ (уны — 
а |5 } о 
в 
ду 
й _ [нь — 
д ни)" ° 
Я 


Отношене, каключающееся въ скобкахъ второй чаети равенстия 
(49), равняется (чер. 28): 


быь М — 0, М: _ @Мыь и ла 
Обь — 00: И: 8 у Си, Мы», 0х) 


т. е. тантенеу утпа, составдяемато направлешень №: ++ съ по- 
ложительною осью Х-въ. 

Вь продкав, при прибхижени точки Мень къ точкВ М,, на- 
правлене №; М:+з приблажается къ направлению наезтельной въ 
точк& М; въ стороиу движешя; эго направлеше мы называемь на- 
правлевень скорости в будешь обозначать его тою же буквою т, 
какою обозначаемъ величину скорости, поэтому: 


Зы — — а 
пред. и | 8-0 9, Х 


и, слёдовалельно: 


= = (,хХ)....,. (4948) 
й 


Отсюда получимъ выражена величивъ косинус8 и синуса угловъ, 
составляемыхь ваправленемъ скорости еъ осью Х.-въ: 


45 
1 & 
и 2х 9 -ИЕ> (“) 
4 
з®(®, Х) & (&,Х) — & 
УТ 0,Х) (=) *(#) 


Такъ вакъь сумма угловъ, составляемыхь иаправлешемь ? съ 
осями Х-въ и У-вь равняется прямому углу, 10 58% (©, Х) = 608 (и, У). 
Такниъ образомъ получаются слёдуюция равенства: 


-У (2-е. ..: + (60) 


ЗИ +6... 


зАФеь должно подразумЪвать всегда яоложительное значена квадрат- 


- 4 
наго корня и тогда въ этихъ равенетвахь зяакь производной т. 


будеть одинаковь со зизкомь с05 (©, Х), а знакъь проязводиой Е] 


будеть одннаковъ во анакомь соз (2, У), такь что эги равенства, 
будуть сираведливы не только тогда, когда угзы, составачемые из- 
правлещемъ ф съ положительными осями Х-вЪ и У-вь острые, какъ 
на чертеж 28-мъ, но также и въ тёхь случаяхь, вогда оджнъ изъ 
вихъ или оба — тупые. На чертеж 29-мъ продставленъ случай, 
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когда уголь (5, Х) тупой, & уголь (©, У) острый и, соотвфтетвенно 
@з @у 
этону, < и #28 яз чертеж 30-мь — случай, когда уголь 
{х, Х) острый и г >0, а утоль (©, У) тупой и Е > 0; на чер- 
тежф 31-мъ-— случай, когда углы (и, Х) и (+, У) туные и соотвфт- 
ственво этому о в Ч < 0. 


Вь послфднихь двухь равенствахь заключается положительно 
взятый корень квадратный изъ суммы квадратовъ: 


(#)- 
Эта сумма можеть быть разематриваема казъ: 


прод. [еее унять 


$=0 
& это раино (чер. 27); 
(1: Мн) 
пред. |3 [5-0 
тдВ М: Мечь означветь длину хорды, соединяющей точки 
М: Мн. 


Изь этото сафдуеть, что 
ЗИ нЕ 6 


Означимъ черезъ (М: М:-+) длину дуги кривой между тфыи же 
точками; можно доказать, 910 


ть |6. Мн) р [нь _. 


т. е. что въ продёдВ можно заынять хорду-— дутою. 
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Мы докажемъ это сначала дяя дугв круга, а нотомъ ля дуги какой бы то вв 
было кривой. 

ела изъ концов ЗИ, и ЛГ, дуги круга, меньшей чфыъ половина окружности, про- 
вести касательных до взанинаго нерсебченя ихъ (точка), черт. 32) и возстановать 
нормали также хо ихъ взанынаго пересфченёя (въ центр® С окружности), то ли- 
выл .7О разиблать нополамъ дугу въ точЕВ А и хорду въ точкф №, причем 2а- 
на «7С будеть иериендикуларна нъ хорд. Джина половяны дуги МА 60566 по- 
довины хорды М, № и мене длины 24,7. 

Означимъ черезъ В рамусъ окружности, черезъ « величину угла М, (У ик 
М, ОУ; пливы М, Ми М, выразатся тогдв такъ: 

М.Х = Вянх; М7 = Вща. 
—— 
Изъ выцщесказаянаго сдфдуеть, что длина дуги М, М, окружности боле 


хорды М, М,, т. в. 2 М, М или 2 В за, но мене суммы длинъ М, 7+- М, 
ини 2 М, 7, т.е. 2 В да, поэтому разность между длиною дуга и длиною хорды 
меньше разности 2 В #9 я—2 В 3 а. 


— 
М,м, > М, М, 

— 

ИМ, — М.М, < 3 В уе зта). 


Разность между тавтенсомь и синусомъ угла, женьшаго прянаго, можеть быть 
вычислена и представлена нажеслВдующизь образомъ. 
Означяиь на время 350 а черезь и. 


РО 


та = 


1’ 


экю... 


1 
пра ии ое и... 


Поступая по правназиъ извлечешя корня изъ многочлена, лозучимь: 


дали Те В р Е у 13.5 р. 
Не Е 24" 3458 ыы 
поэтому: 
. 1 3 35... 3.57 5 
уф те=- (1 1 и рр] 
БЕК 
ежи замвнимь ‚<, =... ит. х. единицами, то сумиа чженовъ, 


заключающаяся въ скобках второй части, увезичитея, поэтому: 


ета < Тмпиничи +. .. 
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ии фалзта < из ( — 


Сафловательно: 


мм. — Им, < 


Такъ вакь М, М, = 2 Нова, то послёднее неравенство означаеть, что 


тит 
С, М,-М:М,) < ура мм... . 68 
ао 


Изь этого слфдуеть, что разность между длиной хуги окружности и дланою ея 
хорхы равив нфкоторой дол вегичины, заключающейся во второй части неразен- 
ства (54), тавъ что дли ЖуГЪ вруга, меньшихь полуовружности: 


и. в мм» 
им, = м, м, + 
38: ‚ 
([- и) 
$ В 


ТА 0 веть дробь, меньше единицы. 

боетавииь теперь соотабтетвующее выражеше дли разностя между длиною 
дуги н длиною хорды какой либо кривой. 

Изъ концовъ 1; и М, дуги проведемь касательных къ ней до ить взанмнаго 
пересвченя «7. 

Въ стучав, представленномь на чертеж 33 33-мъ, очевидно ханиа дути им, 
бодье длины хорды 17, МИ, и мене сти 1 М, 1+ УМ, Вь случа, предетавлеп: 
номъ на чертежё З4-мъ длина дуги м эброятно боле суммы дониъ М в 
ЗИ,9, во длина дуги Ию мене сумиы длин М,’ ДР. 

Мы прехположиыь, что еЪ самаго начала мы боремъ хавну дуги кривой на- 
столько малою, ‘чтобы было возможно утверждать, что длниа ея мене суммы 
и,у--ти,. 


— 
вы ММ, > М.М, ........... (55) 


— 
М, м, < Или. 
бябдонательно, разность между длиною дуги и даиною хорды нен\е развоств 
М+М, — М.М, 
Везстановимь изъ точекъ Л, в М, нормзян къ вривой, опустныь перневди- 
вуларь изъ + на хорду и найдем» точки О; я С, переебченя нормалей съ иро- 
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дозжешемь этого перпендакуляра, Означимъ через А, я А, дивы МС; а 
М. 0, и черезъ а; я я; углы У ОМ, к ЛО М.. 

Совершенно такямъ жё образожь, какъ и въ случаВ дуги круга, мы най- 
демъ, что 


за 
Е, (уе, —эт 1) < 5 нь 5 
з такъ какь В, ата, = им, то 
1 №) 


В, (99; — 1%) ура 
я 


точно тавже нзЯдемъ, что 


; 1 
В, (у, — это) < 91 
. 


Вл 
Такь вакъ М, М,—Вута, +Вята,, М7=Вира,, М, Вуд а,, то 
те 1 М (м 
Мая силу * ТВТ а ' 
Ва Ил 


> 
& потому и подвяно разность между длиною дуге ЛУ, ЛУ, и длиною хорды мене 
второй части послёдняго неравенетва; изъ этого и изъ неравенетва (55) слёдуеть: 


я т. в 06%} в ам 5 
мм, =мМ,М, у ях -;- 2. ‚.. 69 
а ем 
й . 


тд 8 и 6, суть ибкоторыя дроби, ненышя единицы. 
— 
Призёнимь это равенство къ дуг № Мен-$ тразкторти движущейея точки, 
`раздбльчь вое равеяетво на 9 и предположимь, что 8 уменьшается до нуля, тогда 
подучймь: 


{ № Мы 2 нь 
пред. 5 0 — 5 Пи 


0 м и 
В [2 из ® | 
(-) 


8, (М-зм)* @-ы М) 
—= пред. [ 3 В, (. и т-И 8 
г. 
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При приближены 9 къ ную приближаются кз нулю ЛЕ Мена также 
№: Ми М:-+М, между ТВМЪ какъ отвошеня дляны дуги и дливы хорды въ 9, 
з таже и отнощеня 


Е 
в 


ТЯ 
$ $ 


прибаюжаютея къ величинамь конечным», неравнымь нулю. Поэтому два послфд- 
йе члена второй части иредыхущаге равенства, закаючаюние въ себ въ чиони- 


теляхь ввадраты величинь № № и Л/:+-3М№, обрататся въ прехвяв въ нуль и 
въ результатв получится: 


— о 
пред. | а = прах. [№ | 
#=0 *=0 


$ Е 


Ез нредыхущее равелетво (56) должао смотрзть какъ на прибдижениое. 

Въ вуреахь лифференщальнаго нечиезеня доказывается, что хорда безконечно- 
малой дуги Л з короче самой дуги по безконечно-малую везичияу третьяго по- 
радва, а иненно 


5) 
20] ил: 4, ня 


дальо слёдують члены втаго и высшикь порядковь мадоети; р обначаеть вези- 
чину радууса вравизны вривой въ разематриваемой точк®. 

Приведенное выше реяенетво (56) тоже показываеть, что разность между ду- 
гою в хордою есть величина третьшго порадка малости. 


На оснояани сказаннато, равенству (52} можно дать слё- 
дующёй видъ: 


п, 


> такъ какъ вторая часть есть ни что иное, какъ величина скорости 
вЪ моменть #, то 


и“. 


Это выражене вмфетё съ равенетвомъ (49658) даеть возможность 
вычислять зеличиву и опредфлить направлен скорости во всяк 
вомевть зЪ движеши заданкомь уравиенямя (46). 
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Наприхврь, при движеши точки по окружности, выраженном 
уравневями (47): 


4х ‚А 
ж= — т [а 
г. = Ко 
отсюда 
9 = 


; Ё 
0, Х) = в вЬ 


т. е. величина скорости в0 всяый моменть этого дважещя вмфетъ 
одну и ту же постоянную величину #, & направлене ея перпендику- 
чярно къ направленно ращуеа проведеннато къ положеайо точки 
(такъ какъ уголъ, составляемый направлешемъ радуса съ осью Х-окъ, 


веть 5 2. 
Хромё того, равенства (50) п (51) получають темерь такой видъ: 


4 — осо (в, Х) ...... (6908) 


у 
# 


Если мы представляемъ себф скорость какъ длину, то 9608 ($, Х) Проекши скоро- 
и 9608 (и, У) будуть представлять проекщи этой длины па 0еи Х-ОБЪ тащить пра 
и У-овь. Полученныя равенстиа выражають, что скорости проекций поойвыхь о 
движущейся точки на оси координата равняются проекщеянь у 
скорости точки на тть же оси. 


Пели изъ положешя М, точки въ моменть # проведемь длину 


ах . 
дЕ- [6 вр.] (параллельно положительному направленно осй Х-овъ 


= 9608 (1,7) ..... ‚ (61613). 


вели Е > @ и параллельно отрицательному направленю ея если 


а: [; . 
т < 0) и евла изъ М, проведеиъ длину 5 . [ед. вр.], то матональ 


ностроеннаго на этихь длинехь прямоугольника, проведенная изъ 
«* 


—_52- 


М, представить величину и направлеве скорости въ этой точк®. 
Вь самомъ дл, величина д!атонали будеть: 


-/@-@) в) ( и. [ед. вр.] = 9. [@д. вр.] 


в тантенсь угла состевляенато направленемъ М,У эюй датонали 
(черт. 35} съ осью Х-овъ будеть: 


Е: 


$ 18. Примёры кряволинейныхь движевЙ на плоекости, задан- 
ныхь уравнеюями (46). 
1} Движене: 


д=а++ 


И Е ке . 68) 


причень осн координать расположены такъ, какъ показано на чер- 
теж 36-мъ, а и $ ныфюгь изыбрешя длины, х и В — изивреншя 
скорости, с — изуфрещя длины, дёлеяной на квадрать времени. 

Уравнен!е тразкторн, получаемое ло исбключеши $ изъ урав- 
невй движены, В 


= — Ре-д-+ эт — а), 


или 


в — с В * 
5—5 = 5 (&—@-+ с) 

Это— уравноню параболы, вершина которой иметь координаты: 
«—ю оси Х-овь и $ — эр осн У-овь; 065 этой параболы 
направлена по положительной оси У-овъ и ислунараметрь равемъ = . 

Проевщи скорости ва оси коердинать будуть: 


шеи евка....... 69. 
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Паестоянныя длины а и 6, кавь видно изъ уравненй (58), суть 
коордияаты точки въ моменть $ — 0; скорвсти а и В, какъ видно 
изъ (59), суть величины проекый скорости точки на оси координатъ 
въ моменть $ = 0. 


Провкшя скорости на ось Х-овъ имфеть постоянную величину а, 
проекця же скорости на ось У-овь увеличивается съ течешемь 
времени; въ моменть 


она была равна нулю, тотда скороеть точки была параллельна 
оси Х-овь и точка находилась въ вершин® О, парабозы; въ самомъ 
дёлж, язь уравненй (58) окажется, что при # == &:: 


; 
в.а, и. 


Если перенести начало координать въ точку О,, означявь новыя 
хоордияаты черезь Я и у и взять моменть #, за начало врешенъ, 
означивъ черезъ # время, очитаемое отъ новаго начала, то, положинь 
въ уравнешахь (68): 2-=2, +2, уу, +9, ЕЁ НЕ мы пре- 
образуемь ихъ къ слфдующену виду: 


д =4 
А? 
9-99. 
Такъ что уравненйя вида: 
= а 
сре ни хх (60) 
Уз | 


выражають движеше но нараболф, вершина которой находится въ 
нелаль координать, ось накравлена по положительной ося У-овь и 
2 


полупараметрь равевъ <= (Черт. 37). 


Если ви 6 равны нулю, 8 В величиня отрицательная, то пара- 
бояа преходить черезь начало координать (черт, 38), в начальная 
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скорость составшяеть съ осью СХ уголь ф, тангенсь котораго рз- 
= ы 

зенъ В, & съ отринательною осью у утготь = — $, косинуеь 

которато равенъ 


Уравнене параболы: 


_ 8, с 
У а 2 ' 


вершик® ея О, имфеть координаты: положительную величину 


ви 


д =—= 
: Р 


1о оси Х-овъ и отрицательную величину: 


2 

„--# 

но оси У-овъ. Движущаяся точка достигаеть вершины въ моменть 
=> 0. 
Въ моменть | 

2, = 
движущаяся точка находится въ точ В (черт. 38), гхё парабола 
пересвкаеть 06ь Х-овЪ и гд% 5, = — =. 


2} При томъ же положени оеей какь и въ предыдущемь при- 
м$рё пусть уравневя движеня будуть: 


я 
&=ч+ (1 ==] 


не. + (61 
у=8— ва) @о 


Зафеь а и В суть длины, & выенно координаты 2, и у, началь- 
нато положеня точки (въ момент -=0), Х положительная зелачина, 
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имфющая изифрешя отвхеченнаго числа, дёленнаго на единицу пре- 
мени; хи В суть проэкши екорости на оса координать. Въ самомь 
дви изъ равенствь: 


4 ин 

@ — 

Ей велено + 69) 
т 


видно, что при $=:0 проекщи скорости будуть а и В. 
Разематривая уравнемя движеня (61} для положительныхь 
можно убфдиться, что съ теченемь зремени 2 возрастаеть, такъ какъ 
пра возрастани # величина в" становится мевыщею единицы, а 
при приближен # къ безконечности е—" приближается въ нулю, & 


А 
стащень + возрастаеть до безконечности, такъ какь #" возраетаеть 
такямъ образомъ. 
Равсиатривая 1% же уравненя дня # отрицательныхь, ны уви- 
димъ, что, съ убывашемь оть нуля до (—00), 2 убываеть по (—©0), 


потому х приближается (а — 5) . Вь то же промя у съ возра- 


а у, уменынаясь, приблазжается къ ( — #) . 


Разсматривая равенства (62} мы видимъ, что проекшя скорости 
на ось Х-вь при возрастанн # оть (— 0) до (+00) нопрерывно 
убываеть оть + со до вуля, а проокшя скорости на оеъ У-вь при 
этомь непрерывно возраетаеть оть нуля до (09). 

Велфдеть!е этого не трудно составить себё поняще о видё траэк- 
торм этого движеня, выражаеной уравненемъ: 


(= #2) (8+ Ё 


Если перенесемь начало координать въ точку О» имфющую 
координаты: 


=. ... 68) 


пит ы = 


п возьмемь новую положительную 066 Х-овь параллельною прежней 
отрицательной оси 2-овъ, & новую положительную оеь У-овЪ па- 
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`раллельною прежней положительной аси У-овъ, то уравнеше (63) 
получить видъ: 


-- _а8 
29= ра. 
Этю— уравнеше равнобочной гиперболы, отнесенной къ ея аосим- 


пломамь: О,Х и О0,У. 
3) Возьмемъ движеще, выражвеное ураинешяхи: 


#= 5 — =“) 


4 _1 с 
Чт (= $ (—==) 
тд№ а и В-положительныя скороетя, с-—положительная величина, 
имфющая изыфреня скорости д®ленной на время, & # положитель- 
наз величина, имфющая измёреня отвхеченнаго числа, дфлеинаго 
на вромя. 

Проекщи скорости на оси коердннать выразятся въ этомъ елу- 
ча такъ: 


‚... 69 


Уравнене троэкторли: 
Е ГЕ 
быв) (2.2): . 0 


Еакъ видно изъ уравнеяй (64), въ моменть # = 0 движущаяся 
точка находится въ начан® координать и при этомъ ипроекщя ско- 
рости ея на ось Х-овь ранна а, а проектйя скорости на осъ У-овЪ 
разна(—8)- 

При положительныхь # координата 2 непрерывно возрастаеть отъ 

а 
нуля до предала $: К» воторену приближается съ приближещемъ # 
въ +00; въ то же время проекшя скорости на ось Х-овъ вее умень- 
шается, приближаясь къ нулю. 

Ордината у при итомь сядчала получаеть отрицательныя вели- 
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чины, такь какь направлене скорости въ начал коордикать (черт. 40) 
составляеть острые углы съ положительною осью Х-овъ и въ отри- 
цательною осыю У-овъ. Тантенсь утла, составленнаго направленемь 
скорости съ осью Х-овъ, выражаемый отнощешемь: 


—в— 
Мы ®х,...... 8 
имфюпий сначала отрицательную величину 
8 


а 


возрастаегь съ увеличенемь $, такъ что острый уголь, составляеный 
направлешемь скорости съ осью Х-овъ, становится вое меныше и 
меньше, пока въ моменть #, 


= (1+) 


не обратится въ нуль. Въ этоть моменть скорость движущейся точки т, 
равная 


- 
6 


параллельна оси Х-овъ и точка О, троэкторн, координаты которой 
суть 
28 


ИН 


23 
ар) 


есть самая высшая точка этой кривой. 

Поеяё момента &, проэкия скорости на ось У-овъ становится 
положительное; тантенсъ угла, составляемаго скоростью съ осью Х 
становятся такие позожительнымь и непрывно возрастаеть до 00. 
Величина проекция скорости на ось У при возраставя # до (+00) 


приближается къ предфлу т, 3 такь какь при этомь величина 
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ъпроекщи скорости на обь Х-овъ ирибаижается кь нулю, то вся ско- 
роеть х точки приближается къ воличнн и направлеше ея при- 
ближаетея въ параллельности съ позожительною осью У-овъ. Въ 
то же время величина абщиссы 2 приближается (какъ уже сказано) 
къ величии ‚ & величина у возраетаеть до (--05), какь показы- 


ваеть второе изъ уравневй (64). Изь всего этого видно, что кри- 
вая имфеть на положительной сторонф оть Х-овь асениптотою пря- 
мую, параллельную оси У-окъ, отстоящую оть нея на разстояи и 
(си. чертежь 40). 

4) Вь движени, выражаеномь уравненями: 


{ 
& = А 008 9" у 
| веть е- . (68) 
У=В т 2" т 


ТВ Аи В суть дланы, а Г—промежутокь времени, проэкщи ско- 
рости на оси воординать выразятся такъ: 


4 А . а + 
м “тит 
ау В рес. . 69) 


ЖЕЗЛ 48 у 


Траэктеря, выражаемая уравненемт: 


2 9 
ЧЕТ, ....... (0 


есть эллинеь, центрь котораго находится въ началв координать, & 
тлавныя подуоси суть А—по 06я Х-0въ и В—шо сей У-кь. Дви- 
жене совершается къ одномъ и том же направлеши по кравой и 
ло истечени времеми Т оть какого либо момента, движущаяся точка, 
пройдя вею длину эплииеа, возвращается на прежнее мФето. 

$ 19) Въ нфкоторыхь случаяхь оказынается болфе удобнымъ вы- 
ражать положене движущейся точки и пясать уравнешя движения 
къ полярмыхь координатахь ри8, гдё р есть радёусв венторз точки, 
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т. е. равстояве ея отъ неподвижной точки (яолюса) О п 6 есть 
арументз точки, т. е. уголъ, считаемый оть полярной оси (за ко- 
торую можно взять всякую неподвижную ось ОР проведенную че- 
резъ полюеъ) до рашуеа вектора. Этоть аргументь считается въ ту 
сторону, въ какую надо повернуть положительную 0вь Х-0въ для 
Тото, чтобы совифетать ее съ положательною осью У-овъ (черт. 41). 
Если за полярную ось взять направлене положительной оси Х-овъ, 
то ну выразятся въ ри 6 такъ: 


1=р6088]. 
у=рат 0 }? те . (п) 
обратно, ри 8 выражаются въ 2 и у такъ: 
Р=У-+У| 
ди еее, + (8) 
= | 


Въ елучав бодфе общень, когда за полюеъ полярныхь коорди- 
нать взята точка О’, имжющая координаты анф, 8 за подяркую ось 
направлеше О’Р, составляющее уголь у ©ъ направлешемь положи- 
тельной ой Х-овъ и уголь 5- т съ направленемь положительной 
0еи У-08ъ: 

Д=@а-р 608 (в-- 
о | нее 8) 


и обратно 
р= + Ут 


вой } ы 


Дважеше точки будегь вырьжено зъ полярныхь коорданатать, 
если ри @ задамы какъ ифкоторыя изафетныя фунющи оть#. Въ та- 
комъ случаВ придется опредфлять величину и направлеше скорости 


по величинамь пронаводавкь- я я. Посмотримь, какъ онф въ 
нихь выражаются. 
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Возъиемь производныя по # оть обфихь частей равепетвь (72), 


ЧЯМЪ: 
вы № 14, ау 
9 
9 „42 
т 2% 74. 
6080 
Такь какъ 
%—р608 8 = р 608 (р, Х); уз 6 = рез (о, У) 


4% @ 
= 008 (©, Хх); ов (7), 


(ЕДВ р означаеть не только величину, но также и нанравлеще ра- 
длуса вектора), то нервое изъ предыдущихь равеиствъь получить та- 
кой зиДЪ ио сокращеши иа р: 


4 [соя (9, Хз , Х) =, У) ав», У). 


Проэкщи скоро- Выражеше въ скобкахь, какь извфетио изъ зналитической геометрии, 
©- : 
Уввыхь ворде. равняется косняусу углё, собтавляенато направлешень скорости съ 


вать. иаправленемь радуеа вектора; поэтому 
@р 
др 008 (в, р)... (8) 


т. е. % равняется проекщи скорости на направлеше радуса век- 
тора. Стахо быть, если изъ конца длины МУ (черт. 41), изобра- 
жающей екороеть точки М, опустимь перпендикулярь УЛ на нз- 
иравлене а (нзправленю радуса вектора) то длина М.А будеть прел- 


[: 
етавлять скорость“? возрастав! я радлуса вектора съ течещемъ вре- 
& раду. р 


| 
меня, если ото есть величина положительная. Если а будеть вели- 


чина отрацалельная, то М.А будеть направлена въ полюеу (черт, 42) 
и нредетавляеть скорость убывавя р ©ъ течешежь времени. 
Нроведемь изъ точки М направление В, перпендякуляриое къ п8- 


правленю радтуса вектора и направленное туда, куда надо передеи- 
нуть точку, чтобы уголь 6 увеличился (черт. 41 н 42). Направле- 
ня ан В называются положительными направленями координат- 
ных осей полярной системы координать. 

Не трудно видёть, что 


603 (В, Х) = с08 (© Х)- 5)= $ (а, Х) = — 0% — 


608 (В, У) = 608 (а, Х) = 6088 = $. 


Поэтому второе изъ полученныхь выше равенствь, заключаю- 
щее д; можеть быть представлено подъ слёлующимь вадомъ: 
1 @8 [605 (В, У) .с0з (в, У)-+ с0з (В, Х) с0з (е, Х]] 
60878 @ р 60880 ° 
Отсюда: 


рос (В, буьее , (8) 


х. е. проекщя скорости на напраилене осн В равняется произведено 
изъ радуеа вектора на производную оть 8 по #. Эта проекщя бу- 
деть положительною, если уголь (и, В) острый (черт. 41) и отрица- 
тельною, если уголь ототь туной (черт. 42), ЗнаЕъ др Отлавуечя 
во знавомь косянуеа, 
Такъ какь направлешя В и в взаннво перкендикуларны, то 
сова (о, В) == ай (о, в), 
3 потому 
608 (9, в) += 08" (@, В) =1 
и слЖ®довательно 


‚- И)... 


Изъ вышесказаннаго слфдуеть, что если двяжене точки задано 


уравнении; 
в=/: @, = Л ©, 
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то, чтобы построить величину и направлеве скорости въ какой либо 
коменть движешя, надо отложить оть положеня точки ЛГ длину МА, 
изображающую величину скорасти Ей по направлению координат- 
ной оеи , вели > авю изправлению оть М въ полюсу 0, 

@ 

вели т. < 9, потоь надо отложить длину МВ, изображающую ве- 
зичину скорости р др, ПО положительному нанравлевню сев В, 
если и >В и по отридательнову направленно той же оси, если 
в 
<. ЗатВмьъ надо построить прямоугольникь на ДлинАхь МАи 
МВ (черт. 41 и 42), магональ его, проведенная изъ М, предета- 
вить величину и направлене скорости движущейся точки. 

Примёнимь сказанное въ этомъ параграф® къ слФдующимь при- 


ифрамъ: 
5) Уравнешя движешя 


Проекщи скорости на осн аи В: 
$ 608 (9, а) =а, 
2 
3 608 (©, В) == аЁ т . 
Величина скорости: 
э=а ГЕЙ. 


Уравненю кривой зъ нолярмыхь координатахь: 


У 
= ЕВ. Бо зесь. . (9) 
Эта кривая называется Архимедовою сниралью. 
$) Вь движеши: 
# 
т... - (80) 
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проекцуи скорости на ося полярныхь координать выражаются такъ: 
$ 08 (9, ®) = ВА" 

$ 608 (9, 8) = 2 тй т... 8 
Величина скоросте 


4 
р У в" 


пропорцюнальна величин® радгуса вектора и притоиъ: 


т. е. направлене ея составляеть съ направлещень оси а уголь по- 
стоянной величины. 
Кривая, выражаеная уравнен ями (80) ‚есть лотариомическая спираль. 
7) Возьмемъ днженше, выраженное сёдующимь образом: 


р=а(1—2608 Е) 


6—2 27 9 ИЕ =] ‚... (88) 


тд е отвлеченное число меньшее единицы, «— длина, Ё--уголь, изиВня- 
ющйся сътечешемъ времени такимъ образомъ, что зависимость между Е 
и { выражается уравнешемъ: 


Вов вы &,. .... › (88) 


тдФ ь есть величина, ныфющая измфреня куба длины, д®ленной 
яв квадрать временн. 
Для составлешя уравнешя траэктор!я, нахо исключить Е изъ урав- 
мен хвижешя (82); ото придется сдфлать слФдующимь образоиъ. 
Извфетно, что: 


608 Вон (1 и") = ; 
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изъ даннаго же выражешя для 6 получимь: 
Я _ 1 0 
ть 3, 
поэтому 
„8 Тена" 
1_—# а +* #5 
608 Е 9 в\ = 
1+5 +6 (1-5) 


__ 00866 
710088” 


По подстановленйн этого выражены для с0з Е въ выражеше для р, 
получимь уравнеще траэктори: 


= В р 
Р = 1120086} р=ва—2). 


Какъ извветио, это уравневе выразкаеть эллинсь (большая 06520, 
экслентриситеть—е, махал полуось 6==а У1—6*, полупараметрь р), 
отнесенный къ полярнымь координатамь, полюсъ которыхь находятся 
зь одкомь изь фокусов, в полярная ось направлена ло большой 
полуоси къ ближайшей вершин$. 

Составныь выражешя проекшй скорости на оси хи В. 

Составимь сначала вырыженю проекщи скорости на ось В. 


й 
ров (д = — сов В) 9 


1 аЕ аЕ 
р. м СУ, 
й Е 1, Е 1—6 0080 
ве (ее 3) 


Ввявъ производную ио { оть обфихь чаетей уравнешя (83), мы 
найдемь: 


Ч сов В) = ы 


в? 
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поэтому в УЕ 

4 и Ум @-—е® 
ва тя т > А-В) в ' 
такь что 


) 


@ 605 (#, В) = УС 


. (84) 


Для составлевя выражешя проевши скорасти на ось х, возь- 
мемъ производную но & оть обфихь чаетей уравненя: 


2 (1-6 605 8) =р, 


вторая часть котораго есть величина постоянная; сюда най- 
демъ, что 


4 +6005) мызы 0, 


или 
Ч (1— в). 
ор = т р . 
@ 
Подетавивь сюда найденное выше для 1: ЗРаженю, мы отсюда 
получимь _ 
4 _ в Ув 8%8 
& Уи—’ 
такъ что —_ 
Ук . (85) 
Ув а—@) 


$ 20. Вь продыдущяхь парэтрафакь оть 14 до 19 иы разсма- 
тривали двяжене вь нфкоторой плоскости. Если потребуется опре- 
двзить положеще отой плоскости въ пространств, пли если случится 
разематривать движеню, траэкторя котораго не заключается въ одной 
плоскости, то придется выражать позоженя точекь и предметовь въ 
пространетв& трехь изыбренй посредствомь надхежащей системы 
хоординать. 

Нааболфе унотребительная в простёйшая — система примой. 


Х. Божыликь, 


$ 608 (#,а) = 
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выхъ прямоугольныхь координать. Базнсами этой системы служать 
три неподважныя въ пространств взанмно-перпендикулярныя плос- 
кости. Пересфчене вефхь трехь плоскостей, точка О, есть начало 
координать, лишён пересбчевя плоскостей попарно суть оси коорди- 
вать. Шесть направлен, исходящихь изъ начала координать вдоль 
поосямъ, еуть: положительное и отрацательное направлен!я оси Х-овъ, 
положительное и отрицательное направлевя оси У-овь и ноложи- 
тельноо и отрицательное направленя осн 7овъ. 

Расположеше положительныхь направлевй осей Х, У, 2 мо- 
жеть быть двоякое: такое, какъ на черт. 43-мъ, или такое, какь на 
черт. 44. Въ первомь случа® наблюдатель, стоящй въ О толовою 
на положительной оси 2 и смотряш въ сторону положительной 
оси Х, будеть имёть положительную 065 У вираво, а во второмъ 
случа -влфво. Мы будемъ пользоваться первымь расположешемь 
положительныхь осей, изображенным на чертеже 43-мъ. При этомъ 
придется, при совыфщеви плоскости чертежа съ плоскостью ХУ, 
располагать эти оен такъ, какь это представится наблюдателю, смо- 
трящему на плоскость ХУ 0 сторомы положительной оси 2овъ, 
т. е. такь, какъ напримфрь на чертежв 36-мъ и послждующахь 
чертежахь, а не такъ, какъ на чертеж 35-мъ. 

Длину ОМ (черт. 43) мы будемъ называть радёусоме векторомь 
точки Л и условимся обозначать величину и изправлеше его буквою >. 

Опуетимь изъ точки М перпендикуляры яв плоекоети коорди- 
нать ХОУ, У02, 2ОХ; основаня этихъ перпендикулярокъ, а именно 
точен М., М,, М, будуть проекщями точки М на эти плоекости. 
Опустамь изъ нея перпендикуляры на оси координать; оснонашя 
этихь пернендикуляровь: М,, М, М, будуть проекфями точки на 
эти оси. Давны ОМ., ОМ,, ОМ, суть проекши радуеа вектора ОМ 
на оси координать и выфетв съ тёиъ координаты 2, у, 2 точки, 
Так что; . 


Ж=#н008 (х, Х) 


У == (Ур... ..., . (86) 
= 008 (х, И) 


Цонятно, что если напр. М, будеть находвться на отридахельномъ 
направления оси Х-овъ, то с0з (7, Х) будегь величина отрицатель- 
ная и координата х будеть также отридательною. 
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Движене точки М въ пространств можеть быть выражено тремя 


уравнен ями: 
==: 0] 
= Л, 9, еее но хе , (81) 
==, (@ 


ЕДВ 2, 9, 2 суть координаты движущейся точи, & /, (4), Х, (2), Л, (#) 
данныя функщи времени. 

Каждое изъ этихь уравнешй порознь есть уравнеше проекция 
точки М на соотафтствующую ось, а потому 


р эеть скорость точка М, 


1} °5тЬ сворость точки м, 


42 
Др ОТ скорость точки М.. 
Два первыя изъ этихъ уравненй, 8 именно 


#= 1, @, у=Л@ ...... (88) 


суть уравнения движешя точки М.,-ипроекфи тозкв М на па0б- 
кость ХУ, поэтому 


тает Та 
“Ив 
есть величина скорости этой точки М,, п 


ны св Х 


Г: 
а ы би, У) 


По исключеши времени изъ уравненй (88) получимь уравнеше 
траовтори точки М. и 310 есть виботВ съ тВыъ проекщя траэкхория 
точки М нэ плоскость ХУ. 

Подобное этому можно сказать объ уравневять: 


у=/: 0, «= @, 


> 
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выражающихь движене точки М, по плоскости УХ. Результать 
исключеня & изь этихъ двухь уравневй есть уравнене проекдк 
траэкторш точки М на плоскоеть УХ. 


Уравненя: 
&= Л, @, = Л. ® 


выежають движеше точки М,„, по плоскоети ХХ. По исключени 
времени & получимъ изъ нихь уравнене проевхёв траэкторн точки М 
ва плоскость 2Х. 

Для примфра возьмем движен!е точки, зыражаемое слёдующими 
уравнентами: 


д- А с05 (> 2034 $) 


. 8 
у ем (мона 1) |... (89 
& = 8608 а 
= 6 сз а в 


тдф з есть длина дуги крявой, счятдемая оть точки имфющей коор- 
динаты: 1, = А, 9, =0, 2. =0. В есть диина, «— уголь, # —длина, 
равная 2= Асойу а. 

Урзкиеше проекщи траэктори на нлоскость ХУ будеть слф- 
дующее: 

у = 8; .... (89) 
это уравнеше круга ралуса В, ипмфющаго пентръ въ начзлв коор- 
дивать. 

Урюзнене проекши траэктори на плоскость УЙ: 


у Вай (1). ..... 00 
это есть синуссоида, перосфкающая ось 2 и нанбольшя ординаты 


которой равны А. Длина каждой волны синуссонды равны #. 
Уразнен!е проекщи траэктори на плоскость ИХ: 


д = В сз (==) еее . (9) 
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Самая траэкторя можеть быть разематриваема какъ пересёчеше 

поверхнееги прямого круговаго цилиндра, выраждемато уравнешеме: 

у = № ‚т... ., (89) 

и имфющаго осковащень кругь рашуеа А, а осъю-—06ь 2-05Ъ, 6ъ 
внитовою поверхностью, вырежаемою уравненемь: 


й 
эк 2, ен д (98) 


иди, что 10-же самое: 


тА№ 9, равное а7с9 8, есть уголь, соетавляемый кратчайншимь раз- 

стоящемь точки поверхности оть оси -овь съ нлоевостью 2Х. 
С5мв кривая есть винтовая лишя, начерченная на поверхности 

палиндра (89), подымающаяся изъ точки (2, = И, у,=0, 2-0) 


влфво подъ угломь хь плоскости ХУ, причень длина 


2 

хода винта равна %, такъ что, при зозрастави угла 6 иа 2к, орди- 

ната 2 возрастаеть на длину #. Такая виятовая ланя есть 4%90- 

винтовая. Обыкновенные винты суть право-винтовые, лфво-винтовыя 

нар%зки употребляются только въ случаяхь особой необходимости. 
Зь этомь движени: 


а. 
мВ 7: 2 вби (2 сова я 
мы ВЯ ср соз (= 603 а г 
р 
608? а 
„„-=2х В т [2 


и ведичинь скорости точки М, выражающаяся какь и въ дважения 


8: 
по плоской тразкторя величиною -и| %) равна: 


#—=-+ у () = мона 
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Направлеше скорости ееть ваправлейе дважешя и совпадаеть 

©ъ направленемь касательной въ сторону зозрастающихь 3. Ка- 
= 
сательная составляеть уголь (5 —) съ плоскостью ХУ, утоль я 
съ положительною осью -овь, поэтону 05 (9, 2) = с08а. Про- 
евщя касательной прямой на плоскость ХУ направлена по оси В 
полярныхь координать А н6 проекши М,, точки М из плоскость УХ. 
Поэтому косинусы угловь, составляемыхь направлешемь ось осями Х 
и У выразятея такъ: 
ы 


608 (в, Х) = 608 (=-:) 608 (В, Х) 
608 (2, У) = 008 (=) 60 (В, У), 
& такь какь 


203 (В, Х) = —зт 6 = — = — вт (сов „*) 


= 


208 (3, У=ово=р = 608 (нема, 


о 
608 (@, Х)= —зтазт (>= 608 а *) 


= 
608 (в, У) == 88 а 608 (> 608 а ") . 


Такь какь # —2жВ с0ёу ®, то 42 4 @ 


р? а могут быть выра- 


жены слёдующимь образомъ: 
4 
я = 608 (©, Х) 
4 
{= @, У) ен. - (93) 


4 вет (в, 2) 


т. ев. вЪ этомъ случа скороети точекъ М,, М, и М, суть проекщи 
скорости © точки М на сен координать. 
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8 21. Равевстна (93) справедливы при веякомъ дважени точки. Проеншя, о 
Это можеть быть доказано совершенно такимъ ке образомъ, какъ было зинейныхь пря- 
доказано въ 8 16 для движевшя точки въ плоскоетя, нотому что О ат 
тамъ, такъ и здфеь предфль отношевя хорды къ промежутку вре- 
мени можеть быть замфненъ предфломь отиошешя длины дуги къ 
промежутку времеви. 

ЗВелфдетые этого производныя оть х, у и 2 по $ суть ие только 
скорости точекь М,, М, и М, во и выфетВ съ тёмь нроекща ско- 
рости точки М на оси координать. Величина скороетн о выражается 


поэтому такъ __ 
"И (#) ++). -в9 


Если изъ положена движущейся точкя М провести длины, изо- 
бражающя величины и иаправленя екоростей точекь М., М, М., 
(на чертожв 45 эти скорости изображены длинами МА, МВ, МС 
параллельныии положительнымь осямъ Еоординатъ, что отиовится къ 
такому случаю, когда всё три производныя оть 2, у, 2 по & поло- 
жительных} то дагональ прямоугольнато параллелепипеда, поетроен- 
ваго на этихь трехъ ребрахъ, проведенная изъ М въ прогивополож- 
ную вершияу, изобразить величину и направхене скорости +. 

Это слфдуеть изъ того, что зависимость нежду величиною н в8- 
правлешемь о и величинами м, я р т, выражаемая равенствами 
(93) и (94}, совершенно тождественна еъ зависимостью между вели- 
чнною и иаправдещемь дагонали и величинами реберь прямоухоль- 
маго параллехонипедя. 


й 3) получають т 
8 22, На основа и равенетвъ (86), равенства (93) полу Проакщя скоро. 


слфдующуй видъ: р бо неподвижно 
„ Е ЕС ен. 
@ соз (е, Х) = Чан, ХО] ый 
‚ ‚У 
9 оз (в, 7) рев] (+ + (95) 
ое, у Че 


Вь аналитической геометри доказывается, что ироекщя какой 
либо длины Г иа какое лябо направлеше Р равняется вижеслй- 
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дующему тричлену, составленному изъ проек Г на оси коорди- 

нать: Г, 008 (Г, Х), Г, оз (Г, У), 1008 (Т,#)} и изъ косинусокъ 

угловъ, составляемыхь направлешемь Р съ осями коордянать: 

1.08 (Е, Р)= 1608 (1,Х)с08(Р,Х)-+ 1,608 (1, У) сз (Р,У)-= 
+ 2008 (1,7) (РЯ)... ... (96) 

Прнифняя эту формулу къ скорости, будемь нить: 

$603 (#, Р)=0608 (©, Х)со8(Р, Х) +1608 (в, У)еоз(Р, У) + 

+9608 (в, 7) воз (Р, 2). ° 


На оснонаши равенотьъ (95) проекфи скоростей на оси коордн- 
нать могуть быть замфиены разными имь производными, ч8ЕЪ что: 


9 08 (и, Р) АР (Р,Х) + 
арен, УР, АИ (Р, 2). 


Если направлеше Р неподвижно, т. е. не изыёнлется съ тече- 
емъ времени, то 0 (Р,Х), с0з (Р, У), соз (Р,2), будучи вели- 
чинани постоянными, могуть быль подведены подъ знаки производ- 
НЫхЪ, такъ что: 


2608 (®,Р) = 


[и (98 (", Х)соз(Р, Х)-+-с08 (",У)с08(Р, У)-= 
& 
= 208 (и, 7) соз (Р, 7) 
4} ? 


или, иыфя ВЬ виду, что выражеше, заключающееся въ скобках | ], 
нь основани формулы (96) продетавляеть проекийю рад1уса вектора 
на изправлене Р, мы получаемь слфдующее выражеше проекии 
сворости какой либо двиокущейся точки на направлене неподвижное, 
не изииняющееся св течещемь времени: 


со @,Р) = Яро РО, ... (9) 


тд г продетавяяеть велазииу и направлене радёуса вектора ОМ точки 
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$ 23. Скорости точекь М,,, М,, М» суть вмфетв съ тёмъ проек- 
вн скорости ? на плоскости координать ХУ, У2, 2Х; вь самоиъ 
ДВлв, магонали Ме, Ма, МЬ (черт. 45) граней параллелонянеда, 
построеннато на ребрахь МА, МВ, МС, суть проекщи МУ иа 
эти грани и вивстВ съ тВыъ оиф равны н параллельны скороетямъ 
вышесказаиныхь точекь, нотому что напримёрь МА и МВ нред- 
а — 
г н “ ‚ & поэтоиу магональ Мс предетавляеть 
величину и иаправлене скорости 


„И 


з ау з 
) + (#) . 
Такь какъ М перпендикулярна кь МС, то 
9-е (9, 2)... ... (98; № 


ставдяютъ скорости 


И точно также: 
9. = (%, Х) -..... (88; 2) 


—=98т (а, У) ...... (98; 3) 


Величина проекщи скорости точки М на какую либо ненодвеж- Проекыя скоро- 
вую плоскость выразится проязведеенъ. ть 


93 (в, Р),...,.... . (99) 


АВ Р есть направнеше, перпендикулярное къ этой илоскоети. Въ 
самомъ дфлё, проведя плоскость параллельную даниой и направлене Р 
черезъ точку М (черт. 46) и проектируя екорость МУ’ на ил0с- 
кость и на Р, получимь прямоутольникь, въ которомъ стороны Мр 
н МИ» будуть проекямя скорости МУ, а потому величина Мр 
я будеть выражаться величиною вышеозначеннаго произведешя (99). 


11. Объ абсолютномъ движен]и твердаго тёла 
и о своростяхъ точевъ его. 


$ 24. Такое тЬзо, всё точки которвго сохраняють неизывнныя 
разстояня между собою, вакамъ бы сидамь оно ии было нодвержено 
я какъ бы оно ия двигалось, называется твердымь тВломь, или, 
вБрифе, мдеально звердымь тлаломь, такь какъ ве существуюния 
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твердыя тВда деформируются болфе вин менфе, емотря по природ 
ихъ и но величин® силь, иа нихь дВЯствующихь. 

Мы будемъ представлять себф твердое тёло сплотнымъ, такъ что 
вели, исходя изъ какой хибо точки его, проведемь нряжую линю по 
какому либо напразхеню до выхода ея нзъ поверхности тфле, то 
всякая точка этой ливни будетъ принадлежать твердому тёлу. Видь 
наружной поверхности тёла можеть быть какой угодно. Во многих 
слузаяхь мы будемъ представлять себ твердое тёло иеограннченныхь 
разм\ровъ. 

Прежде всего надо отдать себф отчеть въ томъ, какимь образомъ 
опредфляется, коордияяруется, иоложене т®фла въ пространетв$. 

Выберемь въ твл% одиу изъ точекъ его, изъ иея проведемъ черезъ 
точки тяердаго тёла прямую линпо, неизмфино связанную съ твер- 
дымь тВломъ н черезь эту прямую проведемь плоскость, также ие- 
изыённо евязанкую съ тёдомъ. 

Избранную точку тёла означинъ буквою КЮ); иаправхене, иро- 
зеденное нзъ ися черезъ точки т%18, озизчинъ такъ: ЮХ, и накоиець 
плоскость, проведенную черезъ это направлене въ т%лЬ, означимъ 
такъ: ХЮЕ. Здфеь ЮЯ означаеть другое изправлене взъ точки Ю 
черезь точки тёза, нерпендлкулярное кь ЮЙ. 

Величнны, опре Для иолнаго опредфленя положеня твердаго тёла въ простран- 

а ств надо знать шесть величинъ: 

тыа въ про- 8) Три координаты точки Ю (2», У», 2=), опредёляюлия поло- 
страво18%. Доне ся вь пространств отиоснтельно 06ей ОХ, ОУ, 042. 

Ъ) Два угла, опредфляюние положеше направненя ЮХ вь иро- 
странств®. Этами углами будуть у наеъ служить: уголь, соетавляе- 
мый направлещень 07, съ положительною овью 7-овъ я уголь ж, 
соетавляемый плоскостью, проведеяною черезь направлещя 07 и 
Ю2', параллельное положительной оси 2-товь, съ плоскостью 2ОХ 
(см. черт. 47). 

©) Уголь, опредёляющий положеше ХЛЮЯ вь пространств. Такъ 
ЕАЕЪ эта илоскость проходить черезь направлене ЮЯ,, то для окон- 
чательнаго опредёлевя положения остается опредфлнть уголь (я —э)} 
между нлоекостью 2ЮХ (черт. 47) и плоскостью ЮВЕ. 

На чертеж означено: ЮД — пересфчеше плоскости ЮР въ 
илоскостью Х’ЮУ’, наравлельною плоскости ХОУ и тамь же озва- 
челъ утоль э между нлоскостью 2ЮД м плоскостью ЮВ. 
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Черезь ЮЙ, ЮР и черезь изправлеше ЮТ, перпендикуляриое 
къ иервымь двумь, проводятея три взаимно периевдикудярныя пло- 
свости, иеизыфнно связанныя съ твердымъ тломъ, служеня иовыми 
координатными плоскостями сястемы координать, связанной съэтимь 
твломъ. Координаты Ё, ч, С относительно этихъ плоскостей будемь 
назынать относительными координатами. Направлешя ЮЯ, ЮТ, 
ЮХ принимаемъ за положительныя оси отяосительныхь коордянать. 

Относительныя координаты каждой точки твердаго тёла суть 
величины постоянныя, между тёмъ какъ абсолютныя координаты ея 
х, у, 2 суть величины измёнаюцияся еъ теченеиь времени, еези 
1310 находится въ движени. 

$ 25. Есии вс шесть величинъ: 


2.» Ч 2, 9, Ж, 2 


постоянны, то твердое тфло находится въ повоф, если же твердое 
тёло движется, то хотя одна изъ нихь измфняется съ течешемь 
вренени. 

Разнообразныя движеня твердаго тфла можно раздёлить на четыре 
рода или категори. 

Прежде всего мы остановимся на тёхь движеннхь, при кото- 
рыхь угны $, ж и 2 остаются постоянными, а измфняются только 
2», У, 2». Тая движеня называютея поступотельными и пред- 
стаздяють проетёйций родъ движенй твердаго тада. 

Нри поетупательномъ движешл иаправлешя осей я, т, С остаются 
параллельными самимъ себ, & также остается параллельнымь самой 
6еб$ разстояые между всякими двумя точками тёлв. 

Ивь этого слёдуеть, что если анаемь двяжене точка Ю, то будемь 
знать движене и всякой другой точки тёла. Въ самомъ дёяф, пусть 
К, К’, Ю’",.... (черт. 48) суть положеня точки Ю въ про- 
странствВ въ моменты &, &,%,...... Желательно знать положеня 
вь пространств вЪ моненты &, №, &,...,. точки 1 твердаго т%8, 
которая въ иоменть #, находилаеь въ Я’. Тавъ какь разстояше ЮЗЯ 
остается нензыфинымъ по твердости тёла и такъ какъь направлеше 
этого разстоящя остается параллельнымь самому себб по характеру 
движеня, то, отложивь оть Ю”, Ю”",....данны Ю’9А“, К", .,.. 
раввыя и нараллельныя длинф №, получимь положеня 
3",.... точки % въ моменты ь,4,... 


Постутатехьиое 
двяжане. 
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Такъ какъ такое разсуждеще отяосится до всякаго момента вре- 
мени и до всякой точки тёла, то нетрудио заключить: 

в) При постунательномь движеши траоктори всёхъ точекъ суть 
параллельныя между собою кривыя, тождественныя съ траэктомею 
точки Ю. 

Ъ} ВсБ точки еовершають тождественныя между собою движеяя, 
каждая по своей траэкторя. 

Отсюда очевидио сибдуеть, что ири поступательномз движении 
тверда ттьла одновременных скорости вета тточека равны и па- 
фаллельны кежду собою. 

Вращене твер- $ 26. Возьмемь движенще твердаго тВла пря котором 2; У», 2ю, 

аня я 26 остаются постояявыми, в э-—ф (), тдё ф есть ибкоторая 

ной он.  функшя времени. Такое движен!е есть вращене твердаго тФла во- 
Ерутъ пеподвижной оси-—06н 7. 

Мы возъмемь елучай вращеня твердаго твла вокругь оси Й-овЪ, 
причемь положимь, что точка Ю совиадаеть съ точкою 0, 065 2 
совиадаеть съ осью 7-товь и что уголь э отечитывается оть пло- 
скостя ХОХ въ сторону положительной оси У-0вз (черт. 49). Та- 
кимь образомь теперь: 


2, =0, у»=0, 2,0, $0, ж-=0, э=ф (0. 


Очевидно, что ири вращени твердаго тёла вокругь иеподвяжной 
осн каждая точка 9 тёла движется по окружности круга, ратуеь 
ЕЗЯ (черт. 49) котораго равенъ разетолнно точки оть оси врелденя, 
а центрь маходится иа оси вращеня. 

Велфдетые твердоств тёле кратчайция разстояня плн радусы 29 
вейхъ точекь въ течеши какого либо промежутка времени {, -—#, поворз- 
чизаются из одинъ и тоть же уголъ, иё который поворачивается ось Я, 
остающаяея въ плоскоетя ХУ; уголь этоть равень (,—9,) если э, 
воотвфтствуеть моменту &, & э,—момеиту &,. 

Вовьмемь безконезио-мазый нромежутокь временя, иззямаюлийся 
въ моменть # я коячаюлуйся въ моменть #4 95 въ течена этого 
времени все тёло поворачивается на уголь 4. Если 4 нозожитень- 
яое, то въ моменть & тёло вращается вправо (въ сторону кажуща- 
гося суточнахо движеня солиша) для наблюдателя, стоящато могамя 
въ О, головою по оси ОХ (или 02); если же @ отрицательное, 
то вращеше въ моментъ 2 происходить 64760. 
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Скорости точекь вращающагоея тёла направлены по касатель- 
нымь кь описывземымь ими окружностямь, пернендикуларны къ 
кратчайшимь разетоявяыь ихъ оть 06ей и направлены всф вправо 


для наблюдателя, етоящаго ногами въ О головою по извравленно 
@ 
оси 07 (вли О7) евли р вотичинь положительная; еели эта про- 
изводная величина отрицательная, то ве скорости ваправлены 
влфво. 
Величина перемфщен!я точки 3% въ течеШя промежутка времени 
@ равна; 


Ей. @; 


поэтому величина скорости точки 9 въ моменть # равна 


-- в 


Изь этого слФдуеть, что отношене величины скорости № точки 
къ величин® р ея разетояня ЕЯ оть оси вращешя равиа. 


$-И(@) 


т. е. величин% одинаковой для вефхъ точекъ твердато тёля. 
Производная: 


называется узловою скоростью твердоло тъаа въ разсматриваеный 
моменть #. 

Такъ кавъ уголъ измфряетея отношещемь данны дуги части окруж- 
иосги къ длияф ращуеа и, слФдовательно, отвлеченнымъ числомъ, 
то кроизводная оть угла по времени измфряется отиошенеиъ отвяе- 
ченизго числа ко времени, а, слёдовательно, такое же измбрене 
выфетъ и угловая скорость. 

Что угловая скорость измбряетея отношещемь отвлечениаго числа, 
ко времени видно еще и изь того, что она есть отяошене скорости 
точки кь длинф, & скорость точки есть отношен:е длины ко времени. 

Вращающееся тёло ныфоть единицу угловой скорости, если точки 
его, отетояпия оть оси вращеня на единяцу длины, ныфють вралва- 
зпельную скорость равную единяцВ скорости. 


Угловая ск 
рость. 
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Елиинца угловой скорости = 


[единица скорости] [единица длины] 1 
[единица длины| — [единица врем.] [единица длины] 
1 
— [едавиця вр.] 


Единица утловой  Велнчина единицы угловой скорости виолнв опредфляется вели- 
скорости. чииою единицы времени. 
Если вращене тула вокруз оси совершается ривномпрно, то 
умовая скорость постоянна. 
При равномфрномъ вращеши тва съ  единицею ‘утловой скорости, 
всякая плоскость тёла, ироходящая черезъ ось вращеня, оплемзаеть 


въ едмннииу вренени уголь въ 57517'44",7..., т. е. въ —„' 


Суточное вращене земли вокругь ея оея есть вращене равио- 
явриое, угловая скорость котораго равна: 
2 


1 
36164.05 [сек] — 9,0000729... 


1 
Гсек.]* 
нотому что въ оды звёздиыя сутки плоскость всякаго мерижана опиеы- 
ваеть уголь въ 3605, длина дугн которато въ т разъ боле длилы радууса. 
Если равномёрно вращающееся твло дфлаеть я оборотовь въ 
мимуту, то угловая скорость его равна: 
2тп 


0 [сек] — 0,10471975. в 


1 
(ек.] 
@ 

Угловая скорость ар есть величина положительная въ спута вра- 
щен тВла по солнцу для наблюдателя, стоящаго нотамя въ О, го- 
ловою ло направненю положительной оси 7. 

Составимъ тенерь выражещя проекшй вращательной скорости № 
какой иибо точки тёла, вращающегося вокругь осн ОЙ (иви ОР). 

Относительныя координаты какой либо точки % твердато тёла 
ло отлоленю въ осямь Я Т, Е суть величины &, 7, $ ностоянныя. 
Но формуламъ преобразованя координать, абеолютныя координаты 
этой точки тёза выразятся въ относительныхь такъ: 


1=Е 608 э— 9 т 9 
у=ЕЗТЭ-Нт 6099} ,.. (100) 
= 
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потому что 065 7 совпадаеть съ осью Д-овЪ, 06иЕ и У заключаются 


зъ плоскости ХУ, вричемъ ось # составляеть уголь э сь осью Х 
Ы 
и уголь 5— съ осью У, ось Х составляеть уголь (: +} с 


осъю Хи утоль э сь оеью У, такъ что: 
608 (Х,=) = 6089, 08 (ХУ) = вт 
608 (У, ) =, 608(УТ) = 6059. 


Вращательная скорость ю параллельна плоскости ХУ, проекши 
ея на оси Х и У равны производнымъ Е ‚ % ‚› которыя мы для 


враткости условимся обозпачаль такь: д’и у’; соотвётетвенно этому 
@ 
и угловую екорость =, будехь обозначать знавомъ э’. 
Взявъ производныя по # оть обфихь частей равенствь (100) я 


имфя въ виду, 910 Ё з, $ постоянны, получимь; 
2! = — (т э-+-16088)э' 
Я! = (608 э— ат 3) 5' 
#' =0 


15 608 (ш, Х) = 29 
№ 608 (У) = ]° ''°° > 191) 
Еели бы ое вращеня проходила черезь точку №, ныфющую коор- 
Данаты 2ю и ую на плоскости ХУ и быша бы параллельна оси 
#-овъ, то вифето равенствь (100) пришлось бы ввять равенства: 


Яо воно ли | 
У=ую +Ёят9 + 16089 5... 092) 


Полагая въ НиХЬ 2» и ую постоянными и ваявь производныя 
10 2, получили бы нодобнымь же образомь яакъь и выше: 


'=ю №, Х) = — (уф }э' 
= Ве И) |... 03) 
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Зажеь (д—2ю) н (у—ую) суть проекщи на оси Х-овъ и У-овъ 
кратчаяшаго разетояня р точки № твердаго тёла оть оси враще- 
вя, т. е. 

1 — о == р608 (о, Х}] 
у— 9 = ров (У) *° 


Е ТО 


Сказанное выше относительно величины и направленя ско- 
рости ® можеть быть выведеко изъ равенствь (103) сявдующииь 
образомъ. 

Такъ какъ # параллельна пзоскости ХУ, то 608 (®, У) == эп (в, Х). 
Возвыеивь 068 части каждаго изъ равенствь (108) въ квадрать, по 
сложеши и извлечени квадратнато корня, получемь 


р" уе, + (105) 


.. . (104) 


причемъ 


Помножизъ первое изъ равенствь (103) ва 603 (р, Х), равный 
отношению (2 — т) тр, и второе—па 605 (р, У), равный отношеню 
{у — 9») :р и сложизь, получимъ: 


1 608 (1, Х) 608 (р, Х)-н® 008 (м, У) 608 (р, У) = 0, 
то есть 
1 03 (1, )=0, 


или 0$ (0, 5) =0, т. е. № перпендикулярно жъ р, если ® не—0; 
послднее относится къ точкамъ, находящимся на осн вращеня. 


Нанправлена скороеть слёва направо для емотрящаго ва точку 
съ положительной оси Д, еели э”>0; въезмом» двд, если (д— д» )>0 
и (—9)>0 (сы. черт. 50) п вритомь э°>0, те но формуламъ(108) 
окажется, что проекщя вращательной скорости на ось Х-овь отри- 
пательная, а на ось У-овъ-— позожительная; слВдовательно, скороеть. 
направлена такъ, какь показываеть стрфлка на чертеж 50-мъ, а ве 
обратно. 

$ 27. Мы раземотримь теперь особый родъ движен твердаго 
тёла, звкзючающй въ себъ между прочимь и вращевя тёла во- 
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кругь неподвижной оси. Этоть родъь движей выражается урав- 
неями: 
2 = №. (1, ф=0 
9ы= В, (0, ж=о 
2ю = 0, э=$ (0. 
такъ что точка № соверщаеть въ плоскости ХУ данное движенще, 
оеь ЮГ остается параллельною положительной оси Й-овъ, еси ит 
заключаются въ плоскости ХУ, причемь уголь э, соетавляеный 
осью ЮЕ съ направлешемь положительной оси Х-овЪ, считается оть 
этого нанравлешя въ сторону вращеня по солнцу. 
Зависимость между хоординатами относвтельными и абсолютвыми 
выражается здфеь формулами преобразования координать: 


== о +605 2—1 89 
ую ЕЁ 2+1 00891... . (102) 
#=6 
Цервыя два изъ этихъ равенствъ, по подстановлещи въ инхъ выфсто 
2ь, ую и 2 данныхь функ, дають уравнешя двяженя 


& = Я {+ Ее08 9 @ — папу (#) 


у= №, (О -+Езт х (@ +1008 $ (1) } . . (108,а) 


проевщи на плоскость Х У той точки твердаго тёла, относительныя коор- 
динаты которой суть Ё, 9; третье равенство выражаеть, что разетоя- 
не 2 точки оть плоскости ХУ остается неизмф иным. 
Нзъь этого слфдуеть, что различвыя точки 9%, Я ,,... (черт. 51) 
твердато тёла, находянйяся на всякой прямой, перпендикулярной 
хь плоскости ХУ, имфюпия одинаковыя коордниаты & и 7, по раз- 
зичаюпяся координатами $, совершаютьъ, каждая въ своей плос- 
кости, движеня одинаковыя съ движещень той точки 9 твердаго 
тВла, которая находится на пересфчени этой прямой съ 1п30с- 
костью ХУ. 
Поэтому движене этого рода называется денжещема тверда Движеша твер- 
тлла параллельно неподвижной плоскости. я 
Движен!я этого рода называются также движещями пзоской не- пой плосвостя, 
измфняемой фигуры въ ея илоскоети, иотому что динжене всего 


Я. Бозылжзь. $ 
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тёлв вполнф опредфляетея движешемь тВхъ точекь твердаго тфла, 
которыхь координаты © равны нулю. 

При блажайшемъ раземотрёни окажетея, что достаточно знать двя- 
жене одной какой либо точки твердаго тфла остающейся въ илоекости ХУ 
и уравневе траэктори другой точки его, остающейея въ той же 
плоскоетя, чтобы опредфлить движен всего тёла. Положимъ извфстно, 
что точка, относительныя коордниаты которой суть &,'; и $, =0, 
совершаеть слфдующее движене: 


=) ®, у=Ь@), в=0 


и что точка 91,, относительныя координаты которой суть, ч, и С, ==0, 
остветея на кривой, выражаемой уравненемъ; 


$ (у) =0; 


тогда, примфнивь первыя два равенства (102) къ точк® 4, будем 
иыфть: 


Л (=лю-ы 608 9—1 =” . (08) 


№, Ф=ую--Ё з® 2-21, 208 э, 
эх примфнивь ихъ къ 109к% 3: 
Ж= жю--Ъ, 6089 —\, Та 
уУ=и- & э% + т, 608 9; 


ксординаты же этой точки связаны между собою даннымь уравне- 
немъ, нодтому: 


$ (ею-НЬ 608 э—\, 8% 3), (у»-Н Ъ 89 9 -Н Ч» 08 9] = 0, 


замфнизъ же здфсь Хю и ую ихь выражешями въ /,, /,, &, м, Из 
изъ равенствъ (106), будемъ имфть уравневе: 


УИС, (+ &— В) 08 2 — (в, —1,) 5% 3), 
(+в) зв э-+ 6—1.) 605 3)] =0, 


изъ котораго опредьлимъ 2 какъ функ ю оть #. ПослВ этого изъ 
уравненй (106) опредфлатся лю н ую кзвъ функии времени. 
Для поясненя сказаннато приведель сядующуй прикфрьъ. 
Точка 3, находящаяся на положительной оси Я въ разстояни 
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В отъ точки Ю (&-=В, 1,-=0), совершаеть слфдующее простое гар- 
моническое движен!е по оси Х-овъ: 


1 
2=28 008 "и, у = 0, 


а точка 3%,, находящаяея въ такомъ же разотоян!н оть Ю по отри- 
Цательной оси Я ({, = — В, 1,=0) движется по ося У-овЪ, такъ 
что уравнене ея траэктори; 
2. =0. 
# 
Въ этомъ случа &—&, 28, 7, (1-88 с08 2" т": а=0 
их, (}=0, поэтому уравнене джя опредёлешя э-—такое; 


28 208 2" й — А 608 э9=0. 


Отсюда { 
608 9 = 608 Эт ре 


я елфдовательно + 
$12 = +8 8% 7: 


такъ что возможиы два движеня, при одномъ 


й 
вр еее. +101) 


при другомъ : 
= р... . . (108) 


При первомъ дижени: 


$} 
2 = 28 603 8" ы Вован = воз В 
Т Т Т 
р (107) 
4» = — Ват р, 
при второмъ 


2. = Вовк 
вр ть - (108) 
у» = Втр 


в 
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Оба эти движешя взаимно противоположны. При первонъ изъ 
нихь точка Ю описываеть окружность радуса Е вокругь центра О 
въ сторону, указанную стрфлкою ва чертеж 52-мь, нричемъ ра- 
ддувь ОЮ вращается равномфрно, 8 ось Я вращается равномфрно 

2 
©ь угловою скоростью “р, такь что уголь э равняется углу хою. 
При второмъ движени точка Ю `описываеть такую же окружность 
въ сторону, указанную стрфлкою на чертеж 53, причемь ось вра- 
2 
щается равномфрно съ угловой скоростью — т, такъ что уголь 
Е, Х равень углу ХОЮ. 

Уравненя тразктор!й, описываеныхъ точками твердаго тфла, дви- 
жущагоея параллельно неподважной  плоскоети, получатея чрезъ 
исключене времени изъ уравнемй (102, а). Опрадфламь видъ тразк- 
тор разныхь точекь тфла во второмъ изь найденныхь выше дви- 
жен. 

Вь этомь движения уравнения (102,2) ямфють слдующуй видь: 

1 —= В 60-Е 608 вт а] 


у= Вт — Е ФЕ 1 608%] *°°* [09] 


к 
тдф черезь в озналено отношеше —. 

Для исключешя времени рёшимъ эти уравневя относитольно 
208 в и тр, получимъ. 


&—=— 
608 @Ё = ЕС, 
. [у 
88 ®# = и, 


отсюда, по возвышев!и въ квадрать обонхь равенствь и по сложент, 
получимь слфдующее уравлене: 


Кр 4 аул 7) = 
= (8—2 —1...... 21) 


Возьмень какую либо точку тфла въ плобхоети ХХ вали па 
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оси &; у такой точки координата д равна нуяю и поэтому ураь- 
нене описываемой ею тразктори будеть: 
(В - (Ву = (ФВ 

иди: да а 
28} Е В} 
т. е. эллитеъ, центрь котораго въ начав координать О, больтая 
колуось (+ В), ньоси Х-овь и малая полуовь & — В (если > В) 
наи В—Ё (вели {< В) на оси У-овъ, 

Поэтому движешщемь этого род пользуются для черчевя эллян- 
совъ; обыкновенный элииптичееый циркуль состонть изъ динейкв 
3, Ю.К (черт. 53) еъ карандатомъ К, который можеть быть за- 
хрфилень въ любой точкё линейки, два шпенька Э%Ъ и%%,, прикрёп- 
ленные къ той же линейк®, мотутъ ходить по двумъ взаимно-пер- 
нендикулярнымь каназкамь ХОХ и УОУ или прорёзанъ, сдёлан- 
нымъ въ доск®, налагаемой на ту плоскость, на которой требуется 
начертить эллииеь. 

Не только тё точки движущегося тёла, которыя находятся въ 
плоскости Дя, но и вз точки тёла вычерчивають эллипеы, 
пыфюпе центры ва оси овь или въ пачал координатъ, но 
ТОЛЬКО ГЛавныя ое ЭТИХЪ ЭЯЛИПеОвь Не находятся въ плоскоетяхь 
2ОХ в 2ОУ, если 1 не равно нулю. Для того, чтобы убфдитьея въ 
этомъ, произведемь въ уравненн (110) преобразован е координать, 
взязь за нозыя осн 0вь ОХ, составляющую ифкоторый уголь а © 
осью ОХ и перпендикулярную къ ней ось ОУ,. Означимь черезь 2, 
и 9, координаты относительно этихъ осей, По формуламъ преобра- 


зовашя координать: . 
1—1, 08 а— у, та 


=1, 


у зта-н у, с08 а; 
подставивь эти выражевя вмЁсто х я у вь уравнеше (110), най- 
демъ, что оно получить слфдующЕ видь. 
[А + 2-1 — 28 (4 608 За чт 2)] 2, -- 
-- 28 (Е 3% 2а —1 08 2а) в. у. 
[+8 --17-2 ($ 608 3а-- 18 2] ут, =(В*— В —1}. 


адимъ углу х такую величину, чтобы было. 
углу у 


Иа , 


откуда: 


$ . и 
608 За = УН-Т» 821 За У я’, 
тогда уравнен!е тразктоми получить такой индъ: 
(Ее, (ут унив, 


или; 


р ре 
кии * тии" 
т. е. это есть эллипеь съ полуосями; 

УНР -+ В ши Х,, 

Убет  Ешом У, 


причемь ось Х, составляеть сь осью Х уголь а, равный половин 
угла, составляемаго кралчайшимъ разстоявямъ точки тВла оть оси ЮХ 
съ плоскостью Юя, 

Для опредфленя выражевй проектй скорости # какой либо 
точки твердаго тЁёла по оси Х-овь и У-овь (проекшя же скорости 27 
н8 ось Яовъ равна нулю), возьмемъ производныя по { оть объихь 
частей двухь первыхъ равенетвъ (102), имфя въ Ввиду, ЧТО 2 и ую 
суть функщи времени. 

Нолучимъ: 

=, — (Е8%9--1 608 2) 9' 


у’ =. -+ (608 э— пт э) э', 
откуда, замфнивь двучлены помноженные на э’ равными имъ разно- 


сетями (У—Ую) и (2—1»), найдемь сядуюнщия выраженя для иско- 
мыхь проекый: 


608 (и, Х =’, —(у—у,)з' 
603 (к, У) =у„-+(®— 1.) э' | * . (11) 


Величины 2» и у’» суть нроекши на оси Х-овь и У-овь ско- 
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— 9—4 я @—&,)7 
зстр®чалиеь въ предыдущемъ параграф®; какъ тажъ показано, он% 
продставяяють проекфи на осн Х-овь и У-овь скороети и, рав- 
ной рэ’, параллельной плоскости ХУ, перпевдикулярной къ врат- 
чайщему разстояню разсматризаемой точки твердато тФла отъ оси ЮХ, 
и направленной въ сторону вращешя по солнцу, если #'’> 9. Ско- 
рость № имфеть величину и паправлеше орощательной скорости 

вокругь оси ЮР, причемь э’ амфеть значене угловой скорости. 
Велфдете этого равенства (111) предетавятея поль слдующямь 
видомъ; 
10 608 (№, Х) = и» 008 (в„. Х) + в 608 (в, х (18) 
1 с08 (в, У) = \щь е08 (в У) + ю 608 (в, У)!" * 


т. е. проекщёя скорости 0 какой либо точки М твердаю ттла 
(Оеноюущазося параллельно плоскости ХУ) на ось Х ими на ось У 
равна сумм прозюий на ту же ось скорости в, (точки Ю)} и 
таз называемой врашиттельной скорости п точки УЗ вонруз 
0е# ЮР. 

Изь этого слфдуеть, что величина и направлен!е скорости точки 
опредляются помощью такого построешя- 

Изь точки 9й проведемъ длину И”, (черт. 54), равную и иё- 
‘разлельную скорости точка Ю), изь конца этой длины У» проведемъ 
длину Тю равную и пераляельную зращательной скорости № 
точки 91, тотда, соединивъ точку 9% съ концомъ # второй длины, по- 
лучпиь дливу 90, изображающую величину и направлене скорости 
точки ЗЯ, похому что вроевща длины Уно па какое угодно нвирав- 
леше равна еумыф проекщй длинь УЕ, и Уью па то ше на- 
правлеше. __ 

Результать будегь тоть же самый, если сначала провести длину #5 
свороети 15 изъ точки 9%, а потомь изь кони ея провести длину 50 
равиую и наразлельную скорости №» точки Ю. . 

Можно еще сказать, что скорость 0 есть диюналь паравлело- 
зрамма, построеннаю на вращательной скорости № зночки ЗВ в0- 
круз оси ЮГ. и на скорости равной и параллельной скорости Ю, 
но проведенной изъ точки 9. 

Такое геометрическое построеше называется зеометрическимь сло- 
эжещемь длинз; въ виду того, что это дВйстые ветрфчаетея и при- 
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мЪняется вь механик® весьна часто и что, при употреблени надле- 
жащихь терминовь и обозначен, язложене многяхь теоремъ поду- 
чаеть желалельную сжатость, мы познакомимь еъ принятыми для 
этой пфали терминами и символами. 

Пусть имфемъ нфсколько лин конечной длины и овредфленнаго 
направленя: люню А, 4, (черт. 55), вифющую направлеще оть 4, 
кь А‚ и длину а, линю А, Ау, ныфющую паправлеше оть А, 
къ А,’ и дану @., ....- ваконець ланшо 4,.А„, имёютую направ- 
леше оть 4, къ 4,’ и длину а„. Эти длины могуть быть и не ва- 
раллельны одной плоскости. 

Геометрическою сунмою этихъ длинъь называется лишя В Б', 
имфющая такое направлеше и такую длину $, что проекшя ея на 
всякое паправлене равняется сумз® проек па то же направлен 
лин а, а, ....- а. 

Построеше величины и навравления этой лиш и вроизводится такъ: 
изъ какой либо точки О проведемъ длину Ох,, равную и параллельяую 
лини 4, 4,', изЗЪ ТОЧЕИ «, проведемь длину , а, равную и па- 
раллельную длин А, 4,’ ит. д.; вонець а, поелёдней длины, разв- 
ной и параллельной лини 4. .4,, соединимь съ точкою 0; лишя Оз, 
будеть разна и параллельна геометрической сумм длин а,, @,, ... а, 
Еели вов зеометрически слазаеныя лини будуть параллельны одной 
и той же плоскости, то замкнутый многоугольникъ а, а,,..... „0 
будеть плоекимъ и плоскость его будеть параллельна вышесказанной 
плоскости; въ противномъ же случа онъ будеть не плоскимъ. 

Чтобы озвалить, что дзина и напраелене $ есть геометрическая 
сумиа длинъ и направлен! а,, @,, ..... а., принямають олфдующее 
обозначене: 


м +... в 


которое должно выражать, что ироекшя длины $ на всякое папра- 
влеше разпа суми® проек дяияъ 4, @,,.... @, на то же напра- 
влене; око замфняеть собою три слфдующия равенства: 


$608 (6,Х) = а, с08 (в, Х) + а, 003 (а, Х)-+.....+-в, 608 (а., Х) 
$608 (6, У) = а, соз (а, У) на, сов (аз, У)-+.....+, соз (а, У) 
6603 (6, 2) = ши сз (а, 2) на, соз{а„, #)-+....-а.соз (а, #), 
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въ которыхъ Х, У, 2 суть три направленя эзавняо перпендикуляр- 
выя пли даже и неперпендикулярныя, но ие лежацуя въ одной 
плоскости, 

Геометрически слахаеныя дляны можно откладывать въ другомъ 
порядкф; геометрическая сумма получится та же самая, хотя мвого- 
утольникь будеть другой. 

Тоть же самый результать получится, если послунать слфлую- 
щимъь образомъ. 

Сналала отложамъ всё длины оть точки О; построимь на дли- 
нахъ а; и а, израллелогрань, на махонали котораго и на а, ио- 
строимъ второй параллелограмъ, на меговали его я и\ а, поетронмъ 
трейй, и т. д., наконець на д/ахональ (и — 2)-го паралзелограмна, 
и а, построимъ послёднй (и—1)-ый параллелограмиь, дагональ ко- 
тораго и будеть представлять геометрическую сумиу. 

Зкели геометрическихь слатаемыхь будеть три и 0% по отложе- 
ви оть точки О не будуть заключаться въ одной плоскостя, то тео- 
метрическая вумма ихъ будеть проведениою изъ О дагональю парал- 
лелопипеда, поетровннаго на слагаемыхь, какъ на ребрахъ. 

Геометрическое вычитаще длины А.А’ изь длины ВВ’ имфеть 
лью найти такую длину СС’, проекщя которой на какое либо на- 
вравлеше равнялась бы разности проекшй ка то же навравлеше 
длинь 4.4’ и ВВ’; для опредфленя величины и вапраеленя гео- 
метрической разности СС’, надо изъ конца В’ (черт. 56) леометри- 
чески уменышаеной длины ВВ’ провести длину В'’А,, равную, па- 
ралдельную, но прязопротивоположную вометрически вычитаемой 
длинь АА" соеденивь точку В съ точкою А,, нолучимь длину ВА,, 
равную и параллельную яскомой геометричеекой разкости. 

Выфето этого можно построить паралявгограмыъ на геометрически 
уменышаемой длин® и длин В.А", разной и прямопротивоположиой 
теометрически вычитаемой длин% 4.4, датональ этого наразлело- 
траима, проведенная изь В, представить искомую геометричеевую 
разность, 

Обращаясь къ скоростямъ 2,0», ш, мы моженъ теперь сказать, что 
скорость ю точки Л твердо тльла, при движени ею параллели 
неподвиююной плоскости, есть зеометрическая сунна изё скорости 
точки Ю в изб врамиительной скорость точки } вокруиз ен ЮГ. 
65 узловою споростию э'. 
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Дкижене твердаго твла параллельно плоскости ХУ, выражаемое 
уравяошнин 

=. =, $=0 

у.= (8,  ж=0 

2 =0, э=+(, 
можно равснатривать какъ соединеше ноступательнаго движешя, об- 
щаго съ движенемъ точки А, съ вращательнымь вокругь оси ЮХ, 
уакъ то вадно изъ самыхь уравненй. 

Волёдетые этого геометрически елагаемыя части скороети какой 
ибо точки 9} тВла, т.е. скорости 0» и № амфють значеня, первая— 
скороств постунательной части движеня, вторая — скорости враща- 
тельной части движешя вокругь оси ЮХ. 

Тоже самое движеше можно разложить иначе: на поступательное 
движене, общее съ двяжешемъ какой угодно другой точки твла 4, и 
на вращательное вокругъ осн 91, 2', параллельной ое ЮД. 

Найдемь слёдь К прямой 9%, 7’ па плоскости ХУ и черазъ эту 


точку вроведемь осн К’ и КТ’ параллельныя осамь ЮЕ и Ю!. 
Движене тфла можно выразить тогда слёдующими уравненями: 


2, — Р.В + 08) — 1,3190, 9=0 

у. = №, (В) + 5 я (® +1, 608$(8.  ж=0 

я, =0, э2=95(%). 
Эти уравнешя зыражають, что движеше тфла состонть изъ поступа- 
тельнаго движеня, общато съ движевемъ точки К (или 9%] и изь 
вращательнаго вокругь новой оси К’ 2’, причемь угловая скорость э' 
та же самая, что я прежде (вдфеь Е, и чз, суть относительныя ко- 
ординаты точки К относительно осей Я и Т). 

Можно показать, что скорость 2 точки 9% есть геометрическая 
сумиз язъ скорости, точки К и изъ вращательной скорости вокругь 
новой оби. 

Въ самомъ дл, примфиимь выражения (111) въ тозкё К, по- 
„дучимъ: 

а» — (у, у» 


У У» + (2, — 2.) 
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вычтемъ первое изь этихь равенствь изъ перваго изъ равенствь (111), 
& второе—изъ втораго, тогдь найдемъ: 

# с08 (и, Х=, — (у— и) 

1 608 (в, У) =у', + (— м.) э. 

Каково бы ни было движене твердаго 7 ла параллельно непод- 
визжной плоскости, всегда можно иайти въ тёлф такую нрямую зинно, 
перпендикулярную плоскости, скорости точекь которой въ разема- 
триваемый моменть будуть ранны нулю. Точиа пересфчен!я этой пря- 


мой еъ плоскостью ХУ называется меновеннымь центром» для раз- 
сматриваемаго моиента. 


Координаты игновеннаго пентра С’ опредфлятся изъ уравненЁй: 


о ен | 
.... (18 
О = Уь-+ (2 — 26) }? (18) 


откуда: 


2 = а, — 9%. 
э ден (144) 
$‘ 

Че = %+ 


Вычтя изъ равенствъ (111} соотафтетвенныя равенства (113), 
палучимъ: 
ке, 0-30]... 
4 208 (#, У)= (-—1)2] 


Это значить: скорость какой либо точки ЗВ твердало ттыиь 
88 какой либо моментз есть врещательная скорость вокруз оси, 
проходящей черезь мановенный центре, соотвьтетвуюиий этому 
моменту. 

ПрииЪнямь формулы (114) въ опредёлению положешй мгновен- 
наго центра въ движеши эллилтическаго царкуля: 


2» = В 608% 
у» = В зп 
=— 


Мгновенный 
центр. 
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здфеь: 
2 == — Во зТ и = — 64, 
ую = Во 608 = 94, 
э"=—®, 
& потому: 
ес = ЭЖю 
$ = 9%, 


т. в. мтновениый центръ паходится па продолжеши пряжой ОЮ въ 
двойномь разстояви (28) оть точки 0. 

Судовательно, въ этомъ движени мтновенный пентрь 6ъ тече- 
земъ времени мфняеть свое мфсто на плоскости, описывая вокругь 0 
круть радуса 28. 

$ 28. Упомянемь еще о двухь остальныхь категоряхь движешй 
твердаго тёла. 

Движеня, выражзеныя уравненями: 

2 =в  фУ=Ф (0 

9%=8 Жж=Ф@ 

Яю — С, э2=ч+ (9, 
тд а, Ви с суть постоянныя, называеныя сращательными движе- 
ями вокруз неподвижной точки Ю. При такомь движени траэк- 
тор я каждой точки Я твердато тВла есть кривая, начерченная на 
сферф, янфющей цеятрь зъ № и радусь развый ЮЖ. Веф точки 
лёла, изходящуяся из одной прямой, проходящей черезь неподвижную 
точку Ю, имфють траэкторн подобныя одва другой относительно 
центра подобя Ю. Зращене вокругь неподвижной оси прянадле- 
жить также къ этому роду движенй. 

Примфромъ такого движеня можеть служить елфдующее: 


2—0,  Ую=0, Я, —0 
ф=а, Ж=еф  э=о 
тдВ ®, и величины постоянныя. 


Здфеь твердое тёло вращается равномфрно вокругь оси ОХ, ко- 
торая составляеть постоянный уголь ® съ осью О и ракиомфрно 
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перемфщается по поверхности прямого кругового вонуса, осью ко- 
тораго олужить овь ОЙ, вершиною-—точка 0, 
Движешя, выражаемыя уравнешями: 


2 = №), 9=ч() 

уз = 2,1), ж=3,( 

№ =В (1),  э= (8, 

предетавляють 4-й рожь движен!й твердаго тля. 
Такое движене можно разсматривать какъ результать соединеня 


двухь одновременно совершаемыхь тфлозъ движешЯ, вращательнаго 
вокругь точки Ю, выражаемаго уравненями;: 


Я=х, ®), ж=ф@). э=, ©, 


и поступательнато, въ которомъ, если его взять отдФлЬно оть вра- 
щательнаго, всф точки тёла еовершають оть своего начальнато поло- 
женя такое же движене, какое совершаеть точка Ю. 

Примбромъ такого движенья могуть служить слёдуюцщия два: 


% 
В Яо = 0, у» = 0, вю = 5х 9, 
$=0, ж=0, э=— о. 


3) Фо = 0, ую = 0, ии =, 
#=0, ж=0, э=е. 

0ба эти двяжешя суть равноифрныя вивтовыя движеня вовругь 
еси 2, состояшия изъ равномфрнаго вращенгя вокругь оеи 2-овъ, 
<оединеннаго съ равномфрнымь поступательнымь движешемь парал- 
лельно ей, Въ первомъ движеня вращеше пронеходять 64760, & 
траэкторти точекъ тёла суть правовинтовыя, во вторень вращеше 
происходить оираво, з траэктори — лввовинтовыя. 


ТИ. Объ относительномъ движения точки по отношению 
къ движущейся неизмфыяемой сред®. 


$ 29. Представимь с0бб твердое тЁло неограняченныхь раз- 
иЪревъ, дважущееся какимь бы то вн было обравомь въ про- 
странетв$. 
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Предположимъ себф, что это твердое тёло вполнф проницаемо 
для точки М посторонней этому тфлу, такь что онё можеть двя- 
татьея въ немъ безпрепятствеино. 

Такое твердое тёзо мы будемъ виредь называть нензменяемою 
средою. 

Относительное Относительное движеще точки М по отношенёю кз движу- 

ее щи Чцейся неиамъняемной средь есть перетодз ея черезь точки этой 

позе вияеной среды, совершаюцийся св теченемь времени, послпдовательно и 
непрерывно. 

Если говорять обь отиосительномь движени точки М по отяо- 
шеню къ движущемуся твердому тфлу вояечныхь разифрозъ, при- 
чемъ точка М находится вы тёла, 10 поль этимъ подразум®вають 
относительное движене ея по отяощению къ неизифняеной средф, 
неизмфино евязаниой съ т®ломъ. 

Одновременно съ относнтельнымь движешемъ, точка совершаеть 
абеолютное двяжеще въ пространств. Мы здесь раземотримъ зави- 
симость между этими двыженями точки и движешенъ неизифняемой 
срелы. 

Точка М совершаеть нфкоторое абоолютное движене вь про- 
странств$, выражаемое уравневями: 


#—= у : @) 
9=/, ® 
я у. (Ф- 

ВивестВ съ тёмъ въ пространств движется афкоторая иеизм®- 
няеная ереда; черезъ точку К) этой среды проведены ен коорди- 
вать Юя, ЮУ, ЮГ, нейзифино связаиныя со средою. Движене 
среды пусть выражается уравнешяыи: 


2® =Р, ф б=я ©, 
9, = Р, (©, ж=чу, 9, 
2, = Г, ©, э=ч: 6. 


Относительныя координаты &, 1, $ каждой точки среды суть ве- 
зичины костоянныя, Если точка М находитея въ относательмомь 
поков во отношению къ средф, то она постояимо еовнадаеть съ и%- 
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воторою точкою № ед, & потому относительный кеордицаты ея тогда, 
остаются постоянными. 

Если же точка М совершаеть относительное двяжене по отно- 
шенпо къ средф, то есть переходить съ теченемъ времени черезъ 
точки среды, то относительныя координаты ея и, Чи, бы съ те- 
чешемь времени измфняютея н будуть нфкоторыми функщамя вре- 
жени; уравненя; 


ы=ф @ 
и = (В ре. - (116) 
= ® 


пусть выражеють относительное движен!е точки по отношеню къ сред%. 


Та лин!я, которую точка М вычерчиваеть въ неязыфняеной 
сред, есть траэкторя относительнаю движеня; уравненя ея 
въ отноеительныхь координатахь получатся изъ уравненй (116} но 
исключеши изъ нихъ времени {#. 

Зная абсолютное движене точки М и движене неизмфняемой 
среды, можемъ опредфлить относятельное движене точки М я ©0- 
ставить уравневя этого движены. 

Дия это надо воспользоваться фориулами аналитической гео- 
метры, выражающики зависимость между координатами Ты, Ум; 2м 
точки М’ по отношению къ неподвижнымь осямь ОХ, ОУ, Ой а 
координатами ея &, Чи, С» по отношенйю къ осямъ подвижнымъ 
ЮЕ, ЮГ, ЮД. 

А) Еели нензифняемая среда движется поступательно в оеи ЮЗ, 
ЮТ, ЮХ, авраллельны ненодвижнымь осянь ОХ, ОУ, ОЙ, то за- 
висимость эта спфдующая: 


Бы -= Хи — Жю, Ци = Ун —Ую› бы = 8—5; 


подставияь сюда выбсто абеозютныхь координать точекь Ми Ю 
Задлежаня функщи, получимь уравнени относительнаго движеня 


сафдующего вида: 
ы=Л ФЕ, ® 
д О --|.:... М) 
= @—№ 0 
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Примиры: 
М1) Точка М совершаеть абоолютное движене по оси У-овъ: 
и =0 
— 92 
Ут 
и = 0, 


неизи$няемая же средь движется поступательно, причемь точка Ю) 
движется по отрицательной оси Х-овъ, равном®рно, въ сторону отри- 
цательныхь 2-0вЪ: 


жЖж=— 
Ук =0 
дк = 0, 


тогда относительное движене точки М слёдующее; 


Е = ай, 

р 
=, 
6=0; 

траэкторйя относнтельнаго движеня--парабола: 
За? 
#= 7" 


2) Абеолютное двяжене точка М еозертаетея по окружноетя 
радлуса В вохругь начала координать: 


д = 2 608 % 
у = А аж «1, 


нензмфняемая среда движется поступательно, причень точка Ю, 
остающаяся въ плоскости ХУ, оциенваеть кругь радуса В, во- 
кругь иачвла координалъ О: 


х„ = В, 608 (& + а) 


у» = Я, зт (её + а). 
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Относительное движене выражается такъ: 
Е = А 603 ®# — В, 608 («+ а) 


1= Я тв! — В, т (5 на) 
или 
#=(В— В, 608 а) с08 «} + В, эт а 3% 


1= — А, та 605% + (В— В, с08а) зв ей. 
Это можно представить еще схфдующижь образомъ. Положинъ 


(В- ДА, 03а) = 26951 


В, па =— О эту, 
тотдв 
= 0 с08 («1 +7) 
= От (®Ё +7), 
причемъ 


р-=УЕ? ЗВ Ё, сова + В. 


Стало быть относительное движенге точки совершается по кругу рад/- 
7еа Р вовругъ точки Я); это можно показать еще слёдующимъ образонъ. 

На чертеж 57-мъ изображены круги, описываемые точками М и Я) 
и положещя эгихь точекь въ какой либо моменть. Уколь МОХ 
есть уголь &ё, а удль ЮОМ- уголь а. Послёдый уголь ямфеть 
постоянную велачину, & потому разстояще АМ тоже сохраяяеть 
постоянную величину, а именно 


ЮМИ =УЁ— ЗВА, с0за+ В: =0. 
8) Точки Ма Ю движутся по одной и той же окружноетя въ 
разныя стораны, но съ разными екоростямя, т. е. 
1 = В 608% 
у= Ната 
ть = В 608 (в --а) 
$» = — Юз (эра). 


= 


д. Бобызеь. 
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Относительное движен!е; 
Е=А 008 4 — Ё 608 (& + а) 
= А 58 о А 8 («+ а), 


или 
да. а 
Е=3А т ам (4+2), 
я . а 
1= 24605 5 т (+ =) . 
Такъ какъ: 


+ = ву. , 


70 отвосительное движеще точки М совершается вполь по прямой 
[1 ы я 

наклоненной къ оси 8 подъ угломъ (+9 Е ть 065 Т ш 

угломь —5-; движенще точки вдоль по ней совершается по завону: 


ваз ( а 5), 


гдф 3 ееть разстояне точки М оть точки Ю. 


В. Есви неизм®няемая среда движется параллельно пхосхости ХУ, 
то зависимость между абсолютными и относитезьными координатами 
выражается равенствами: 


Е ть + 6082—1188 3, 
У = ую + 89-1 608 9, 
#=(, 
или имъ обратными: 
Е= (Х — 46) 6089 (у — у) 8 э, 
1 = — (# — ж) зто (у—%) 6089,1. .(118) 
=. 


Поэтому относительное движене точки М по отношен1ю зь сред® 
движущейся израллельно плоскости ХУ, выразится такъ: 
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ы =. О-В @] зв ОФ] вт (© 
ди =— [ОР] йо --[ А ВВ] созз (8. (И) 


м= Уз (4) 
Примпры; 
4) Абсолютное движене точки М равномфрно и премолннейно 
по оси Х, неизуфняемая же среда вращается вокругь оси 2-овЪ 
равномфрно съ угловою скоростью (— в), т. е, 


р: у=9, #=0, 
Жь = 0, 9» = 0, 9= — 
Относительное движеню выразится уравненями: 
Е 0# 608 @%, 
= #38 ФЬ, 


или ще, въ полярныхь координатахь, принявъ ось Е 38 полярную 


ось: 
р=94, 0 == 9. 


Траэкторён относительна движен!я— Архимедова спираль 
вВ= — 9. 


5) Точка М въ абеолютномь движеши движется съ ностоянною 
скоростью по окружности радуса (В, +), имфющей центръ въ на- 
зал координать, такъ что 


#=(В, + 8} 08 9 
у=(В, + а) т о 
Нензифняемая среда вращается равномёрко вокругь ненодвиж- 


ной оси, проходящей черезъ точку оси Х-овъ, находящуюся въ раз- 
стояши (В, + В,) оть начала координать: 


ж=В, + В,, 
9» =0, 
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Отноеитольное динжене точки 1 выражается уравненчями; 
В, -+ В, р. 
Е=(а-+ В,) 008 (755) «{# — (№, + В.) 008 В ©, 


па вдзй (№ №) (В+ В) р ий. 
з з 

Тразкторя относительнато движения есть одна из %и020и0ё, т. © 
принадлежить къ числу кривыхъ, вычерчиваемыхъ точками неизинно 
связанными съ кругомъ, катящимея по кругу неподвижному. Вь 
тлавф объ относитежьномъ двяжени твердаго тёла по отношению къ 
неязинлемой сред мы упоманемь объ образовани этихъ кривыхъ; 
теперь же только замтимь, что разетояне точки М’ оть точки Ю 
выразится такъ: 


р=У(@в-+ В, — а В,) (В. Е &,) вв - (Я, +В, 


оно изиБняется перюдичоски, достигая наибольшей величины въ мо- 
менты 


в 3 5 
® « [8 


причемъ величина его равна (+, +28,)}. 
Вь моменты 


0. 38, 


® ®’’ 


©нв достигнеть капменышей своей величины, а именно (@—В,), вели 
в> В, или В, —в, ели а< В,. 
6) Нейзифняемая среда движется такамъ образомъ: 
2. == В 608 5, 
у»-= Вт еф 
э=— 


а точка М въ абеолютномь движени колеблется по оеи Х-овь слё- 
дующимь образомъ: 
% = 38, т Фр, 


у=0. 
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Относительное движешю слфлующее: 
2 В, эт 2% — 1 608 2% 
Я=2Й, 82 &$ — В 5 35 
или 
5 == Я, 1% 2%} — В 603 3% 
1—В,=— А, 6082 — Вт 5, 
Траэкторя отвоснтельнаго движешя кругь, котораго уразнеше: 
2+ (1—2, = В + Аз 
центръ его на положительной оси У въ разстоявн А, оть точки Ю, & 
рашусь равень УВ’ + В”; кругь этоть проходить черезъ т точкя 
3, и 3%, оси Я, когорыя движутся по оси Х-овь и оси У-овъ. 
С. Совершенио подобньхгь же образомь опредёлится относитель- 
ное движене точки ло отнощеню къ нензмвняемой средф, совер- 
шающей движеню нанболфе сложнаго рода: 


„= 1,(), 9=+, 
у. =1,1, ж=ч(, 
2» = #, (№,  9=ъЪ(. 


Для этой цфли и здфеь надо взять формулы зналитической гео- 
меги, служания для перехода оть координать 2, у, $ кь воорди- 
натамъ &; т, 5 

= +, +, + 6%. 


У +, +, бт, . . . „ (120) 
ЕЕ 2ь + 8, + дв, + 

А. = 608 (Х, В), в.= 008 (Х, №), э.-=008 (Х, 7) 

№, = 003 (У, 8), № =008 (У, 1), ,=008 (У, 2) 

1, — 008 (#, 8 в (8, %, + =8 (, 2). 


Эти косявусы угловъ между ненодвижнымя осями координать и осями 
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связанными съ движущеюся неизифиняемою врелою зыражаются Въ 
углахь $, ж и э сифдующимь образом: 
\, = — 889 8 Ж% -+ 608 2 608% 608 # 
Х, = 8% 2 608 Ж% -+ 608 2 888% 608 9 
А, = — 8%$ 6082 
= — 6089 5% ж— 3119 608 ж 6089 
= 608 9 608 Ж — т э т тж 008 $ ... (21) 


= 5 $ 3 9 
У, = 308 9 608 Ж 


= т Я тж 
У, = 608$ 


Получить изъ формуль (120) выражещя координать , ч, С вЪ 
коордвнатахь 2, у, д можно на основаши равенствъ: 


М -+МЕ 
ВН Т...... (128) 
=1 


У +, 


ры + \, -- в, У, == 0 
А, А, нм =0},..... (193) 
А е-- №ру Е Аи, = 0 


Первыя три равенства (122; едфдують изъ того, что сумма ква- 
дратовъ косизусовъ угловъ, составляемыхь какимъ бы то ни было 
направленемь съ тремя взаимно ортотональными осями Х, У, 2, 
равна единиц; примфинвъ это къ направленямь положятельныхь 
осей #, У, 7, получимь равенства (122). 

Равенства (123) выражаюгь взаныную ортогональность осей Я, 
Ти 7. 

Момноживь первое изъ равенствь (120) на »,, второе — на ^,, 
третье — на ^, и сложив, получимь, из основан первато изъ ра- 
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венетвъ (122) и поелфянихь двухь изъ равенствь (123), первую изъ 
сзфдующихь формуль: 
(я — 2.) ^, + (уф у.) А, + (я — 5.) %, 
= (Е — 2). + (уф У.) (яв, |. (124) 
=(ж— 2.) + + (у 9.) + @—2,}» 


Подставивь во вторыя части вместо 2, у, 2, 2ь, Уз, 2ь В ВИВСТО 
$, ж, з, вавлючающихея въ выражешяхь косинусовь А„; ру ине, У 
даниыя фунющи Л,, /», У, Е. Е» Е», 9, Ф., $, будемь имёть 
уравнения (116) относительнаго движеня точки М по отношеню къ 
дважущейся даннымь образоиъ неизмняемой средф. 

$ 30. Натраэвторш относительнато движеня выберемъ нкоторую 
поетоянную точку, оть которой условимея сзитать разстояя о вдоль 
по трактор, положительными вь одну сторону, отридательныйн вЪ 
другую. 

Затфнь къ отиосительному движено примфнимь все то, что го- 
ворвлоеь о перемфщени вдоль по траэктор, дланЪ пути, о еред- 
нихь скороетяхь и наконедь о скорости въ какой либо моменть и 
© направлен движеня въ прямфиени въ абеолютному днижен!ю, 

При этомь придется повторить все, что сказано въ 88 1 — 24, 
замфнввЪ только слова: „пространство“, „веподвнжныя оен коорди- 
нать“, „абеолютныя координаты", „абеолютное движене“, „траэвторя 
абеолютнаго движен!я“, „скорость абсолютнахо даиженя“, и, т. д.— 
сяовами: „нензмняемая среда“, подвижныя оси координать“, ›от- 
носительныя координаты“, „относительное движене“, этразвторя 
относительнаго движеня“, „скорость относительнаго движены“, и 
т. д. Вь результатё получииь сяёлующее: 

Величина скорости относительна движещя точки М в мо- 
мент & есть величина предьла, кз которому приближается сред- 
няя относительная скорость вв пути, совершаемомг точкою М в 
относительномь движени промежутка времени, начинающеося 05 
момонтз Ь при уменьшены промежутка д0 нуля; величину эт] 
будемъ оеначать буквою и и будемь навывать относинезьною сяо- 
ростью точки М; она равна 


Относительная 
сворость. 
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Направлеще относительнаю движемя точки М, вв какомз 
либо положети ея, совпадаеть 65 направлещемх касательной +5 
чпразктори относиттельпало дешжетя, проведенной из5 точки М. 

Скорость относительнахо движеня измфряется тёми же единицами, 
хакъ и скорость абсолютнато движеня. 

Величниу скорости # и направлене относительнаго движеня 
точки М изображають величиною и направлешемъ длины, проведен- 
ной изъ положеня точки М въ направлен!н относнтельнаго движешя 
и заключающей въ себВ столько единиць длины н чаетей ея, сколько 
въ скорости и заключается единипь длины и частей ея. 

Проекщи относительной скорости # на оен Е, Т, 2, выражаются 
слвдующинъ образомъ: 

в 608 (и, 2) = р 


вов (и, ен (185) 
вов (т) = 


& величина скорости % можеть быть выражена форхулою: 


ИКД. а 


$ 31. Проекщя относительной скоростя и на какое бы то ни было 
нзправлеще О’ выразится такъ: 


ч 608 (и, Г) = 60$ (и, Я), 608 (И, в) = 
4 08 (и, №). 008 (И, Т)-- 
4 608 (и,2.). 603 (1,2) = 
(3 [А 4 
=арез (0, ре (0,1) дров (0,2). . ат) 
Примфнивъ эту формулу въ направлешямь неподвижныхь осей 


Х, У, 1, получнмь слФдуюлуя выраженя проек й относительной 
скороети и на неподвижныя оси: 


4608 (в, ХИ, 
%с08{и, У} == а, ., .(188) 
4 4 


94608 (и, #) = м, ++». 


$ 32. Въ нараграф$ 29-мъ было показано, накимъ образомъ опре- 
длится относительное движеню точки М цо отношению къ движу- 
щейся давнымъ образомъ нензмфняемой средф, еели извфегно аб00- 
зютное движеше точки М. 

Обратно, по данному  относительному движемю и дввженио 
среды не трудно опредфлить абоолютное движен:е; а именно, если 
даны функши ф,,$,, $, въ уравнещяхь (116) и изефетны Р’,, Р., Р,, 
$;; Фа, $, то равенства (120) дадуть уравненя абсолютнаго дви- 
жешя по подстановлевйя функц ф,, $, 4, Р.Е» Р. вто 1,6, 
дю, Ук, 2, и фунвШй Ф,, ф., Ф. выфето @, ж, э въ зыраженяхь 
хоесинуеовъ ^„, в) ..... °.. 

Прямфры. 

1) Пусть неизиЗняемая среда движется постунательно, при- 
ченъ точь Ю движется по 0ей Х равномёрно, со скоростью п, 
такЪ что 

2», = % 


4, =0 


и выфетв съ тфыь точка М совершаеть по оси Х (парашлельной 
оси У-0вЪ) проетое гармоннческое движене: 


Е=0 
. $ 
= Азт =. 
Въ такомь случаВ абсолютное движене точки М будеть такве: 
= 
. $ 
У=Азт т г; 
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по аскаючени времени получимь уразнещя траэкторш абеолютнаго 
дваженя: 
Е 


У=Азт 2 тр 


Эю--свнуссоида, длина волны которой равна &7, & амплитуда — 4. 
2) Пусть неизифняемая среда вращается вокругь оеи 2-овъ рав- 
пом%рно съ угловою скоростью ®, такъ что 


5» = 0, 
у» = 0, 
9 = 


& точка М совершаеть по оси Е колебательное движене: 
Е: 608 ® 
я=0. 
Абсожютное движене точки М’ будеть слёдующее: 
= 1 608* 9 


3 = 1, 608 от 9 
или 


Е т 
2—9 +508 2$ 


Е. 
у = т 2%. 
Траэкторя абсолютнаго движеня будеть кругь 
( 1? 12 
= в — 
Е =) "=, 
центрь котораго находится на положнтельной оси Х-овъ въ раз- 
й . Х 
етояшы —` оть пачала воординать, а радусь равень 5, 
$ 38. Между скоростью абеолютнаго движешя точки М, ско- 
ростью относнтельнаго дважешя ея для того же момента и скоростью 
той точки неизиВняемой среды, съ которою яъ разематриваемый но- 
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нентъ совпадаеть движущалея точка М, существуеть зависимость, 
которую мы опрадфлинъ теперь аналитическимь способомъ, 
Для этого возьмемь производныя по # оть обфихь частей урав- 
ненйй (120): 
Яи=х. НЕ, - Чи бы», 
Уи = 9 НЫ № ли + бы, у. $. (120) 
Ян = 8, + А. - пы вь - быУ, 
цолучимь слфдуюпуя равенства: 
Чек _ @, 4), 4. @. 
лат ии теш 


ви @ “= 
ау. Р, [Е 
нь фены 
. . (129) 

39 Фи [9 

о ВВ 
43, _ @8. @^, Фр. с (АЛ + 
тит я 

4) ‚бы, „бы 


Первыя части отихь равенствь суть проекщи на оси Х, У, 2 
скорости $ эбеолютнаго движешя точки М; суммы трехъ посл6днихъ 
членовъ во вторыхъ частяхь этихь равенствь выражають, накъ показано 
въ 8 31 (формулы (128)), проекши на т же оси скорести # отно- 
сительнаго движеня точки М. Дзлфе, если бы точка М была 
въ отиосительномь покоф по отношению къ средв, то ееть, постоянно 
совпадала бы съ тою точкою 9% среды, которой относительных воер- 
динаты сутБ бы, чы, бы, 10 скорость ея равнялась бы скорости ю 
этой точки %, а во вторыхь частях прадыдущихь равенетвь (129) 
остались бы только суммы перзыхь четырехь членовъ; слёдовательно 
суммы: 

4х. 4. ар. 4. 
Г.А" ВИ" 


Зависимость 


между скоростью 
абеолютнагодви- 


выражают проекцён на оси Х, У, Я екорости # точки 8. 
И такъ, равенства (129) могуть быть представлены подь такимъ 
ВидОмЪ: 
$ 608 (2, Х)=@ сз (и, Х) + и со (и, Х) 
$ 608 (+, У)= и сз (в. У)- и оз (и, У} 5; , (129) 
9 603 (1, (= с08 (и, й)-н и с0з (и, 7) 


это же, какъ нзмфетно изъ $ 27-го, выражаеть, что скорость # есть 
теометрическая еуима скоростей в и 1. 

Во оса момениз двиоженя скорость абсолютно дезженя 
точки М’ есть зеометрическая сумма изз скорость относилтель- 


жешя и скоро- надо движеня ея по отношению къ движущейся неизминяеной сред 


стыю относитель- 


ною. 


% 25 скорости тон точки среды, в5 которой точка М паходится 
в; разсматриваемый момент. 


ТУ. Относительное движенйе твердаго тёла по отноше 
въ другому твердому т#лу. 


$ 34. Пусть имЗемь два твердыя тёла: твло №1 и тфло № 2; 
ба имфють какое либо движене въ пространетвё. 

Если бы мы ножелалн раземотрёть относительное движен!е вё- 
кой либо точен 91 (ТТ) твердато твла № 2 по отношению къ твер- 
дому тёзу № 1, то, согласно сказанному въ предыдущей глав, мы 
предетавяли бы себф нензифняемую среду ТГ, нрочно связанную съ 
твердымь тфломь № 1 н разсматривали бы движене точки 9 (ГТГ) 
черезъ точки этой среды. Совершенно такинъ зе образомь ддя раз- 
емотрёвщя относительнаго движешыя какой либо точки 9 (Г) твер- 
дато твла №1 ко отношению къ твердому твау №2, мы предегав- 
ляень соб другрю пензмфняеную среду 11, неизифнио связанную 
сь твердымь твломь № 2. 

Имвя въ виду разематривать относительное движен!е тёла № 1 
по отношению къ твау № 2 и относительное движеще тёла № 2 
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по отношенно къ тфлу № 1, мы будемь предетавлять себ обЪ эти 
неизифняемыя движупзяся среды Ги ГЛ существующими совмфотно 
в0 всемъ проетранств®, такъ что онф не стбеняють одна другую и 
не оказывають взаимно ннизкихь пренятстй ихь движешямъ. Поэ- 
тому во всякой точек проетранства всегда найдемь нфкоторую дин- 
жущуюся точку первой среды и вь то же время нфкоторую движу- 
щуюся точку второй среды. 

Относительное движеше твла № 2 по отношению кь твлу № 1 Относительное 
есть нереходь точекъ тфла №2 черезъ точки среды 7 н относитель- ела, и 
ное движеше тфла № 1 по отношению къ тёлу № 2 есть переходъ Я 
точек тфла №1 черезь точки среды 11. тя. 

Еели извфстны абеолютныя движешя обонхь твердыхь тёль, то 
ногуть быть опредфлены и относительныя лвиженя. 

1) Положиыъ, напрвмфрь, что тёла №1 н № 2 движутся по- 
ступалельно, что точка Ю (7) перваго тВла совершаеть абеолютное 


движене такое: 
21 (= Р, (9 
У[®(П]=Р, (8) 
#[® (Т)]== Е. (0, 


[7$ 2 [Ю С У а) + Ю (1]] ознаявють забсолютныя коор- 
динаты точки Ю (Г)] и что подвижныя оси этого тёза, & именно 
Я (1), т), 2 (1), проходяния черезъточку Ю (7), параллельны 
неподвижнымь осянъ Х, У, Й. 

Пуеть движене тёла № 2 также поступательное, прячемь точка 
Ю (ТТ) этото тла совершаеть абеолютное движене: 


# ЮЧТ=$Ф, ®) 
У[Ю<ТТ]= $, (9 
я [Ю (П]=$, (2), 


& связанныя съ нимъ оси # (71), У (71), 2. (ТГ) тоже параллельны 
неподвижнымь осямъ. 
Тогда относительное движеше тёла №2 но отношению къ сред Г 
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будеть также поступательное, причемъ относительное движене 
точки Ю (ТТ) выразится тажъ: 

ТЮФ, @ —Р, 6) 

Та [Ю(тГ)= $, О —Р,@) 

тиЮиГ]=$, —Р, , 
[ЕдВ первыя части озивчають координаты точки Ю (П)} относительно 
осей (0, т (1), 7 1]. 


1, а) Напримфрь, если перзое тфло двяжется поступательно на- 
раллельно оси Х-овъ, такъ что: 


2[Ю( =. @ 
э[Ю (9 
= [Ю (Г]=6, 
а тЁло 2-е совершаеть такое движеще: 
= [ГП =Л, 
у ЮГ = Л, 8 
в (Ю(Т]=0, 
то относительное движеше тфла 2-го по отношению въ тёлу 1-му 
будеть слфдующее: 
ТЕЮСГ]=о 
Та [ют] -л, 9 
ТОЮ (Гр о, 


т. е. это поступательное движеню параллельно оси Х (1), которая 
еама выфеть со средою Г переноеится въ ел постунательномь дви- 
жеви параллельно оси Х-овъ. 

2) Положимъ, чтотёло №1 движется поступазельно пзраилельно 
плоскости ХУ, такъ что 


2 [Ю(1)]=Р, (8) 


у ЮИ =, 9 
я [ЮГ] =0 
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и что тёдо № 2 движется параллельно плоскости ХУ слдующемъ 
образомъ: 
в [ЮГ] =Р, © $ (ТГ =0 
[ТЕР жП=5 
= [0 (ГГ =9 9 (=, 
зд%еь предполагается, что оси Е (1), (Г), Ё (1) параллельвы непод- 
вижнымь осямь Х, У, 2, а 9 (11), ж (Г), э(1Т) суть угзы, 
опредёлаяюцщие взаниное наклонеше осей Я (ГГ), Х (11), 7. ТТ) кь 
осямь Х, У, 2. 
Очевидно, что относительное движене тёла № 2 по отношеню 
Жъ средё Г будеть вращательное вокругь оси ЮХ (точкя Ю и 068 #— 
общия для обфихь средь) съ угловою скоростью э’==$' (#). 
3) Пуеть оба тфла движутся какь нибудь параллельно нодвиж- 
ной плоскости ХУ я точки Ю (Г) и Ю (11) остаются въ ней, такъ 
что уравневшя абеолютныхь движешй пусть будуть: 


2 [Ю(Г]ЕР О 9 
9[Ю0]=Р,@, же, 
# [Ю (Г) =6, а (= @} 
х [ЮГ] =Ф, (9, я И0=ь 
у ЮИП}]-$,@, — жИГ=% 
= [Ю(1Т]=0, » (ГГ) =, 9. 
Конечно плоскости Я (Г) т (1) и = (11) ТТ) будуть оста- 
ваться въ плоскости ХУ. 
Относительное движеню тёла 2-го по отношению къ средё 1 бу- 
деть совершалься параллельно плоскости (Г) Т (Г), такъ что 
ГЫЮ(Т]ео ГЯИТ=5, Г ж(ТТ=0, 


потому что точка Ю (ГГ) остается въ изоекости Е (Г) (Г), 05 
7. (11) оетается параллельною осн 7. (Г) (т. е. утожь между вхъ 
заправлениыя 7 $ (11) равенъ ную) н утожь Г э (77) между 
направлешныи осей Е (ТГ) и Е (1) будеть считаться оть оси Я (Г) 
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(пакъ чт 7 ж (11)=0). Для составлешя остальныхь уравненй 
отноентельнаго движен!я надо выразить, что уголь Г э (11) равенть 
разности угховъ э (ТГ) и э (1). 
Тары Ф-®..... (130) 
н надо, по формуламъ преобразован!я координать, выразить относи- 
тельныя координаты точки Ю (11) по отношению къ осямъ # (1), 
У (1). Получимь выражения: 
гЕюЮ<стТ)] $, 9—Р, Фрозз, (©-$, (9—1, @] зтч, (| 
ТЮФ, 0-Е. вая, 0-4, Рене, 
Уравиешя относительнато движешя тбла № 1 но отношению кь 
средё ТТ будуть слфдующия: 
Па =ч@—+ 0 
и вЫ, 9 - $, @] в, [Р, @— $, Ф] ат, ® 
НуЮ (= [Р.ФЬ— $, Ф]т, (И-[Р,@)—$, (0]созз, (@® 


3, а) Положимъ, что твердыя тёль №1 н №2 совершають рав- 
номфрныя вращеня вокругь параллельныхь осей, такъ что; 


(131) 


2 [Ю] =“ 
у Ю(]=в 
э (Г =в,# 


& [Ю(Т] =“, 
э ЮГ] =ь 
а (11) =®,Ь 
тд а,, В,, а,, 6, в, и ®, суть величины постоянныя, первых че- 
тыре— координаты слфдовь неподвижныхь оеей вращешя, вторыя 
дв\— величины угловыхь скоростей вращенй. 
По формуламь (130) и (181) ны найдемь, что относительное двя- 

жеше тёив 2-го но отношенно въ средЪ 7 выразитея такъ: 


ТИТ =, — в) 
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ГЕЮ(ТГ)] = (в, -—а,) сов + (6—9) зто, 1 
Тя [ЮСТ = — (а, — а, ) зто, 1 (©, —&,) сз, . 
Найдемь величину угловой скорости относительного двяженя и 
положене мгнозеннаго центра этого движен:я. Первая будеть: 
4[Гэ( ГГ) 
ЛЕЕВ] я. 1, -в,, 


Координаты 7&, 25, мгновеннато центра, согласно съ формулами 
(114) стр. 91-й, вырезятся такъ: 


зева. Чат, 


®,— 6, 


: . (32) 
Ю 
пы Юр. 5 ЧА 7. 


Въ настоящемь случа: 


и ПИ ® (9, —@, 508%, — в, ($,—6,) 3, = 
=—ЩД[®ат), 
0 = —, (4,-—а,) тв, о, ($,—5,) 608 в, {= 


=ыЮа1, 


а поэтому координаты мгновеннаго центра по осямъ & (дат (1) 
окажутся пропорщональными соотефтетвеннымь координатамь точки 
Ю (11), а именно: 


= — [ЮЛ] 

... . (33) 
_ 

и р ЧИ 
Въ абоолютномь движеши 06% тфла вращаются вокругь непод- 
важныхь осей. Въ относительномь движени тёла 2-го, точка Ю (ТТ) 
не остается неполвижною на плоскости Я (ТТ (7), но только сохраняеть 
постоянное разстояще оть точки 2) (1), направлеще же оть точки 
Ю (Т) кь ток Ю (НН) равномфрно вращается въ сред Т съ угло- 


А. Вовылвыь. з 
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вою скоростью в, —в,, величину которой мы озизчимь черезъ ®„, 
таль что точка Ю(П) совершаеть относительное двяжеве (по 
отвошенйю къ средф 1) по кругу: 


ЕЮ г Ю Г = а, ФВ. 


Изъ равенствь (133) видно, что мгновенный центрь отноевтель- 
нато движеная находится въ сред® 7 иа одной прямой съ точками 
ЮО а Ю (11, так какь: 


Та. _ ЮО“). 
т тат’ 


кромф того, изъ тёхь же ралеветвь видно, что 


о-в = евр и ФУ 


т. в. что итновенный центрь относательнаго движешя описываеть 
зъ средв 7 кругь, концентричесый съ крутомъ, овисызаемымъ т0ч- 
кою Ю (11), ращуеъ когораго относится къ ращуеу круга послёдняго 
хакъ®, отноеится вь®, — в,. Въ пространств же неподвижень игновен- 
ный центръ относительнаго движешя, такъ какь неподвижны точки 
ЮОяюЮ(Н). Означивь координаты его относительно осей Хи У 
знаками а) и 6.,, можемъ перепведть выражения (133) въ этвхь ко- 
ординатахь подь слёдующимь видомъ: 


= а 
а и 4) 


<. 


,—в = => ,—в); 
отсюда получимъ слфдуюпия выраженя для абсолютныхь координать 


итновеннаго центра относнтельнато движеня: 
—_ бе, 

= 
®.—®, 


.... (83,8) 


в, = в Ем 


®, — 6, 


Имфя въ виду вринательне раземотрёть зависимость положешя 
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центра относятельнаго движешя оть величинь и знакозъ угловыхь 
скоростей, положижъ, что точка Ю (1), ини иначе центрь С, абео- 
лютнаго вращены тёла 1-го, взята 38 начало ненодвижныхь коорди- 
нать и 910 точка Ю (11), или иначе центрь С, абсолютнаго вра- 
щеня тфла № 2, находится на положительной оси Х-овъ въ рав- 
стоя @,. Представимъ себь, что тёла № Ти № 2 суть два ко- 
леса, вращающиеся: первое вокругь оси С, 2, втерое вовругь ося С, 2', 
параллельной первой. Означимь черезь С,, мгновенный дентрь 
относительнаго движеня; онъ будеть также на оси Х-овь, но мо- 
жеть быть внутри длины С, С,, внф ея праве С, пли вн® ея д- 
вЪе С:. По первой формул (133, 625): 


4, 


тд а, =0, С» & в,: есть абщисса точки С’. 

„А. Пеложимь в,>0, т. е, что абсолютное вращене колеса № 3 
совершается въ сторону, указанную етр®лкою надъ С, на чертеж 68-мъ. 

А, 1) Если в, <0, т, е. колево № 1 вращается вокругь своей 
оси въ противоположную сторону, то ®, --®, будеть величичою но- 
ложительною и притонь большею в‚, 8 потому а,, будеть величиною 
положительною и меньшею @,, такь что точка С, будеть между 
С, и С, и отноентельнов вращеше колеса № 2 по отношению къ 
колосу №1 будеть совершаться еъ угловею скорестью ©, — ®,, боль- 
шею ®,, въ сторону, указанную стрёлкою надъ С‚, на чертеж 58-мъ. 
Первое колесо можеть быть ограничево цилиндромь раду С, С», 
& второе цилиндромь ращуса С, С,.; при вращеши съ угловыми 
скоростями в; и ®, въ указаиныя стрёлками стороны, бозовыя по- 
зерхности ограничивающихь ихь целиндровъ не будуть скользить 
одна по другой, тажъ 910, ве изыфняя крещен, эти поверхности 
кожно нарёзать зубцами, накъ въ обыкновенныхь зубзатыхь коде- 
захь. Если паблюдатель будеть двигаться выфетф съ колееонъ № 1, 
ие замфчая его движеши, то ему будеть казаться, что колесо № 2 
катится без скольжешя своею боковою цилиндрическою поверх- 
мостью по бокамъ поверхностя колеса № 1, причемъ угловая скорость 
кажущагося вращеня радуса ОС, будеть равна ®, —®, и вра- 
щеше это будеть совершаться въ сторону, указанную стрёлною 

з* 
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надъ (,, на чертежё 58-иъ. Относительное вращеше колеса № 1 
по отношентю къ колесу № 2 иифеть направлен!е обратное. 

4, 2) Веди ©, > 0 и притокъ о, >в, (черт. 59), то ®.„, рав- 
ное и, —‹,,будеть опять положительное, но ®, будеть болфее,—®, 
и елфловательно а, будеть положительнымь я больлимь а. Стало 
быть С, будеть на пеложнтельной оси Х-овъ далфе С. Теперь ко- 
лесо №1 должно быть полое, ограниченное извнутри цизиндромъ 
рануса С, С, а колесо № 2, ограниченное снаружи пилиндромь 
разуса С, С, доажно находиться въ волости перваго колеса. Объ 
относительномъ движени придетея сказать 10 же, 910 и вь преды- 
дущемь случа. 

А, 3) Еслвш, > 0, пох, <, (черт, 60), то ®,„, равное ®—®,, 
будеть отрицательное (см. направлеше стрёлкн надъ С„, на чер- 
тежЁ); отношеше ®, къ (©, —,) будеть также отряцательнымъ, & 
нотому @,, будеть того же знака; значить дентрь С,, будеть на отри- 
цательной части оси Х-овъ. Въ этомь случа колосо № 2 должно 
быть полымь и заключать въ себ колесо № 1. 

А, 4) Если в, == ®,,т0 мгновенный центрь С,, окажется на безко- 
нечно-большомь разстояви оть точки (.. Въ этомъ елуча$ условая 
скорость относительнаго движеня равна нулю, такъ что относитель- 
ное движене тёла № 2 по огнотению къ сред Г-поступательное, 

Случаи В, когда ©, < 0, предлагаемь читателю раземотрёть 
самому. 

Если 0ба тбла совермають кая либо абсолютныя движения па- 
раллельно одной неподвижной плоскости (напримврь илоскости ХУ), 
такЪ что и относвтельное движено тёла № 9 по отношенню къ тё- 
27 №1 совертается параллельно т0й же нлоскости, то, во всякй 
моменть времени, каждое изъэтихь движенй имфеть свой мгновенный 
центрь и свою угловую скорость. Означимь мгновенные центры 26со- 
лютныхь движенй тль №1 и № 2 червь С, и (,, & мгновен- 
ный центрь относительнаго движешя вторато тёла по отношенно къ 
первому черезь С’. Угловых скорости этихь движен:й суть: 


9(Т=з, @, ЧП =з, 9 
ТЯ =х,@-—9, (8; 


для краткости, мы будемь ижь обавначать такъ: 9, 9, 9’, 
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По вышеупомянутымь формуламъ (114), коордянаты игновеяныхь 
центровь С, и С, будуть слФдующи: 
т 
=()=Е®— у. 7, ® 
и . (134) 
УС) в 5. Р. 


#0) =$, и Ф, (9 
. (185) 
сре, Ф, 0 


По тёмъ же самымь формуламь составаиь выраженя относитель- 
ныхь координать мгновеннаго центра С’,,, ов® будуть: 


вед= тю Ч 


[947.999 
9.) = Тя ТГ] и пива, 


тд® относительных координаты точка Ю (1) выражаются форму- 
лами (131) стр. 112. 

Составимь сначала выраженя производныхь этихь координать 
точки К) (11) по &, окажется сяфдующее: 


ПО и ют 
— ($. — №) ла, (9 -+(Ф,—Р,) 09 (8, 


ТИРЕ тит 


+ ($, — 2) сз, (9 +($,—Р,) эту, (9, 
поэтому, иифя въ виду, что 9,,=9, —э'., найдемь: 
98 (б.) =. ТЕ ЮСТТ)|-+ (Ф', — Р)ате (— 
—<, Ре 
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Эта) = 5, Г (ТГ (Ф, —Р) 0039, ф+ 
—(Ф',— 9) эй ч, (0). 


Далёе, по формуламь преобразованя координать составимъ вы- 
ражещя абеолютныхь координать мгновеннаго центра С’: 


20) =2[Ю (+) сз ®—т(б) вт, (В) 
(Сы =у [СО --Е О) эт, (О--1(С,,) 08, (#}; 


подставявъ сюда выфето абеолютинхь координать точки Ю (1) фун- 
вши Р, и Е и вибето относительныхь координать точки С., еей- 
чась полученныя выражен!я, найдемъ: 


91 (С) =9 Р, +9, ($. —Р)—($Ф,—Р,. 
Эа №, +, (Ф,— Е.) +(Ф,—Р,), 


то есть: 


9.2.) =9, $, —9, Р.Ф, + РГ, 
9.9 (0, =9,Ф,—9, Р-Р, 


сравнивь вторыя части этихь выражен съ выраженями (134} и 
(135), увидемъ, то 

5,2(0,)—9, (0, 

ао = би 

5. и 

9 (С) = аб, 9 (С. 


Это тв же самыя соотвошеяя, которыя были выведены подъ ви- 
домъ формуль (133, 548) для случая равномбрныхь вращевй тёшъ 
вовругь неподвижныхь осей, 

Изъ этого мы теперь видимъ, что каковы бы ни были абсолют. 
ныя деиакетя твердыть тпль № Ти М 23 параллельно одной в 
той же неподвижной плоскости, ууловая скорость относитель- 
нало движемя тома № 2 по отношение яз ттъау № 1 импетв 
величину: 


... (186) 


/ 


Ни «(181 } 


дановенные же центры оспа третз двиокенй находятся на одной 
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прямой, притоме: 1} мновенный центуз С‚, относительного движе- 
ща тлла 2-ю по отноше кз тплу 1-му натодится между мзно- 
венными центрами абсолютныть движжени, есзи умовыя скорости 
этихз Овиженй имвютв знаки противоположные, и тода С,, д 
низ разстояме 0; С, такимз образомз, что величины отртз- 
хоз 0.0, и 0,, 0, относятся между собою какз абсолютных ве- 
дичины умовыть скоростей вторато и перваю таз, 2) мановенный 
ценирз С,, находится виъ разстояёя (0, О,, если уаловыя скоро- 
сти 9, #9’, инъютз одинаковые знаки, и тогда величины разетоя- 
ни 0.6, % 6, 6, относятся между собою какз величины узловых 
скоростей втораю ц перваю ттаз. 

4. Пусть твердое тёло № 1 движется поступательно, а твердое 
тёло № 2 еовершаеть такое двяжеше четвертаго рода, при которомъ 
точка Ю (11) его не имфоть относительнаго двяженя по отнопенно 
къ сред Р, тогда относительное движеше тёла № 2 по отношению 
къ средв 7 будеть сращательнымь движенемь воеругь точки А) (11). 

$ 35. Каковы бы ни были абсолютныя двяжешя того и другото 
тфла, во всякомъ случа относительная скорость какой либо точки 
(И) тАла № 2 по олвошейю къ средв РА равна н противопо- 
ложна относительной скорости совпадающей съ вею точки 9 (7) тёл& 
№ 1 ю отношенно къ средф 11-й. Въ самомъ дЬлЬ, какъ было по- 
казано въ кондё $ 33-го, отноелтельная скорость Ё и [Ч (11)} 
точки (11) по отношению къ ередё РЯ разна теометрической раз- 
ности абеолютныхь екоростей чо [9% (1Т)] и # [9% (1]] точекъ 9 (771) 
я (1); ва томь же основан относитеаьная скороеть Ли [99 (Г)] 
точки 91 (7) по отвошенцю къ средф 1/-Б равна геометрической раз- 
ности между абсолютною скоростью и [91 (1}] точки ЗА (1) и абео- 
дютною скоростью [91 (21)], совпадающей съ нею точки (ТТ) 
ереды 11-й; если изображенныя на чертежа 61 длины и, я, пред- 
ставаяють абеолютныл скорости совпадающахь точекь 3 (1) и (1), 
то длина и,,, раввая геометрической разности между м, и ,, изоб- 
режаеть относительную екорость А [9 (11)], а равная и про- 
тЕвоположная ей длина и, изображаеть относительную скорость 
1 [81 (1). 
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№. Соединен!е движений. 


Разложене 26- 8 36. Составинь себф поняте объ относительном» движении точки 

Ия почки па два ИО отношению къ твердому тВлу н одного твердало тфла по отноше- 

Составаятия вю къ другому, мы можемь объяснить себф значеше того, что на- 
зывается зъ кинематик® соедннещемъ движенй. 

ЗВсякое абсолютное движен!е точки № можеть быть разложено на 
два соетавляющя двяженя слёдующикъ образомь. 

Представнмь себф неизмфняемую среду, двяжущуюся пронзволь- 
нымъ образомъ; абсолютное движеще точки можно разсматринать, какъ 
результать соелиненя относптельнаго хвижешя точки М по отяоше- 
ийю къ этой сред съ движенемь переносныма. 

Переносное движене состонть въ томъ, что точка №, совершая 
относительное движене по точкамь ереды, переносится вибетВ съ 
ними въ пространств$. Движене веномогательной пеизмняекой среды 
можеть быть разнообразнымъ до безкопечности, а потому столь же 
разнообразны могуть быть разложешя одного и того же абеолютнахо 
двнжеюя на дза составляющая движеня, 

Пусть абсолютное движеше точки М совершается но изображен- 
ной на чертеж 62-мъ траэкторн, нричемъ въ моменты #Ё, #, #", #*,.... 
двяжущаяся точка ванимаеть въ пространств ноложене №’, М", 
М", М“, .... Положимь, что вономотательная нензыфняемая среда 
движетея поступательно, причемъ точка 3%, среды, съкоторою точка М 
совпадаеть въ моменть #, описываеть траокторшю 97, 2”, 92”, 9,". 
На чертеж изображены еще траэкторн, описываемыя тфии точками 9%, 
31, ЗИ, неизыфняемой среды, съ которыми точка Л совпадаеть въ 
моменты {”, #”, #* ..... На каждой изъ этихь трактор И отыфчены 
положешя этихь точевкь №, 1, %,, №, ...... въ моменты #, #’, 
, №,...... Кривая 9 9, ги 3, предетавляеть ноложеше 
траэктори относятельнато движеня зъ пространств въ моменть #; 
хром того, на чертеж изображены положеня траэктор1и отноейтель- 
наго движешя въ моменты #’, #", Ё", ...... Такамь образомъ у наеъ 
получается ефть, состоящая нзъ двухъ системъь кравыхь ли: изъ 
положен! траэктори относительнаго движеня въ разные моменты 
времени м изъ траэктор тёхъ точекь нензмбияемой среды, съ кото- 
рыми точка М совпадаеть въ разные моменты; каждому моменту с0- 
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отвфтетвуеть одна кривая первой системы и одна кривая — второй; 
06% эти кривыя пересфкаются на траэктори абеолютвато движеня. 

Если бы, начиная еъ момента #, уничтожить одно изъ составляю- 
щихь движенй, а именно относительное, то въ послёдующее время 
точка М оставалась бы совифщенною съ точкою 9, и стала бы опи- 
сывать кривую 9%", 3”, 92",; если бы относательное движеше было 
уничтожено не въ моменть #", & съ самаго начала движешя, и точка М 
65 самаго же начала движешя была совыфщена съ точкою УЗ, то 
она описала бы всю кривую 2, 9, Е”, 92”, ...... Поетому эта 
кривая можеть быть разематриваема, какъ яраэжтюрёя переноснало 
Овшокеная, соотвътетвующея моменту Г. 

Обратно, вели бы съ момента {было уничтожено переносное дви- 
жеше, то въ поевфлующее время точка прадолжала бы свое движе- 
не по кравой 9, №", ..... ; еслибы унячтожить движене среды 
въ самаго начала, приведя ее въ то положеше, которое она зани- 
маеть въ пространств® въ моменть #, а точкЁ М предоставить с0- 
вершать переходь по точкамь ереды такнмгь же образомъ, какъ она 
совершаеть его въ дёйствительномь дьвжени, то точка М описала 
бы всю кривую 9", 9", 92, 9, ..... , которая предетавяяеть 1о- 
ложеше въ пространств траэкторёи относительнаю движеная в 
момениз #". 

Кривыя ФР, 9”, 9”, 9", ..... в 9, 9, 9, 9", ..... суть 
елфдовательно мраэкторак составляющие движений, соотвзутетвую- 
ийя моменту Р. Каждому моменту времени соотвфтствуеть своя 
‹цара тразкторЕй составляющихь движешй, между тёмгь вавъ траэк- 
торЁя составнаго, абсодютиаго движешя--одна. Траокторя относи- 
тельнаго движешя въ неизмёняемой сред® также одна, но въ про- 
странств® изыфияеть свое положен и различныя положешя ея въ 
разные моменты времени представляють траэктори одного изъ е0- 
ставляющихь движенй въ соотв®тегвенные моженты. Переносное двм- 
жене не имфоть одной опредфленной тразктори, но выфето этого 
вифеть всю совокунность тразкторй, описываеныхь тёыи точками 
ерады, которыя образують траэкторно относательнаго дражешя. 

Мы предположили, что ненвыфняеман среда движется поступа- 
тельно; въ такомь случа® траокторги переноснаго движешя суть кри- 
зыя нараллельныя между собою, точно также парвллельны иежду 
собою воф положен{я отноентельной траэктори въ пространств. Во- 
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образивъ себ въ другой разъ другую вепомогательную неизмфияемую 
среду, движущуюся поетупелельно такимь образомь, 110 та точка ея, 
съ которею точка М совиадаеть въ моменть #, озясываеть крявую 
М,’ ....-.) мы только заставивъ 06% еветемы тра- 
экторий обыфияться родями, & имеиме кравыя %, 9, %, 97, ...., 
3%", 3%", №", 1", .... и т. д. будуть теперь траэктомями перенос- 
зато движевы, а кривыя 3, 9)”, 3”, 9",...., 1", #°, 9, 
%,....... ‚ит. д. траэкторями отноеительнаго движеня. 

Предноложныь теперь, что неизмфняемая среда движется не по- 
ступательно, & какь нибудь иначе. Опрелёлямь относительное дви- 
жеше точки М по отноменню къ этой ередф; пусть опять ЗА,, %,, 
*„, %. ..... суть тВ точки среды, еъ которыми точка М совпадаеть 
въ моменты #, {', #", #", ..... Изобразимъ на чертож\ 63-мъ, подобно 
тому, какъ на чертеж» 62-мъ, траэктори точекь описываеныхь точ- 
хами Я, 3%, 3... ..... ‚ положеншя этихъ точевъ въ моменты #, &", 
Рф", ..... и положены, въ тв же моменты, траэкторйи относитель- 
нато движен1я. Получимь, какъ и прежде, сть, состоящую изъ двухъ 
системь трактор двухь составлякщихь двнженй; она система 
будеть состоять изъ различныхь положен, занимаеныхь зъ лро- 
странств® траэкторею относительнаго движеня, другая система — изъ 
траэкторйй точекъ неизиёняемой среды, образующихь траэкторю от- 
восительнато движешя. Вее, сказанное выше относительно сти 
трактор, изображенныхь на чертеж 62-мъ, прижбняется и къ 
сЁти, изображемной на чертеж 63-мъ, 28 исключешемь елфдующьего: 
такъ какъ траэктори переноенаго движешя суть здфеь совершенно 
различныя крявыя, & не различныя положен!я одней и той же при- 
з0й, то нельзя представить такую нензмънаемую среду, чтобы преж- 
я траэкторя перенаснаго двзженя сдёлашись тразктор:яыя относи- 
тельнаго движения. 

Разложене движен!я точки на два составляюлця движеня пояу- 
чаеть еще большее разиобразе, если произзодать разложеще при 
поередетв® сплошной измняемой среды, движущейся п дофориирую- 
щейся произвольнымь образомъ, при соблюдещи однако того условя, 
чтобы всяквя непрерывная линёя, проведенная въ какой либо мо- 
менть черезь точки этой среды, оставалась нерзэрывною во все время 
движения. 

Примфремъ такой движущейся среды можеть служить жидкость, 
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заключающаяся между плоекостямя #=-+-4 из = — А (такь чо 
по направленю оси Х-овъ среда имфеть толщину 2.4, въ прочихь 
желвухь измфрешяхъ разыёры ея безкредёльчы), двяжущаяея такихъ 
образомъ, что точки ея совершають движешя но прямыюъ, парал- 
зельнымь ося У, причемъ разлячныя точки, находящунся иа одной 
прямой, порпендикулярной къ плоскости ХУ, созершають одннако- 
зыя движещя. Важдая точка движется раэномарно со скоростью 


=) 


величина которой зависить оть разстоящя @ точки отъ илоекости У, 
нвибольтими скоростями В обладають точкя жидкости, находануяся 
в ЭТОЙ илоскости, точки же, находянйяся въ плоскостяхь 2=== А, 
неподвижин. Если означить начальныя координаты какой либо точки 
среды черезь а, 6, с, то координаты ея въ какой либо момеять 
будуть: 


х=а, 
у=ф-+в (1% 
&=6, 


Представь себё измфняемую среду, движущуюся изкныь либо 
. сплошвымЪ образомъ, мы можемъ разсматривать относительное дви- 
жене точки М ло откошевю въ ней, подразуи®вая подъ относя- 
тельнымь двяжещемъ переходь ея (точки М) черезъ точки этой среды. 
Вь этихь случанхь траэкторя относнтельнаго движеня будеть но- 
прерывная кривая не только движущаяся вибетВ со средою, но и 
изызияющая притомь свой видь вслфдетые дефорнащя среды. По- 
этому теперь снстема тразктор!й откосительнаго двяженя (черт, 64) 
будеть состоять изъ кривыхь не только различиаго положешя, во и 
`различиаго нида, какь и система траэкторёй переноемаго движеня. 
При томь же абсолютномъ движен!и точки, 068 систены тразеторй 
мотуть вззимно обыфнятьея ролями, для этого надо представить себ 
такую вепомотательную изивняемую снетему, дня которой тразкторя 
относительнато двяженя точкя М въ моменты #, #', #”, №" .. 
суть кривыя №, 2”, 9", ....., №, №", ЖЖ", 98°, .....) ит. до, 
& траэктори переноенато движеня въ тё же моменты суть привыя 
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5, 92, 9, 9%. ..... „9, 9", 3, 3, ит. д. Вь случа 
ивображенномъ на чертеж 63-мъ также можно вообразить себ такую 
ззынаемую систему, при которой бывиця трвоктори переноснаго дви- 
женя будуть теперь траэкторйями относительнаго движеня, и обратно. 

Вь главЪ НЕЙ было доказано, что скорость © абсолютнато дви- 
женя точки М есть геометрическая сумм изъ скороети и отиоеи- 
тельнаго движешя ея но отношетю къ неизивняемой сред® и изъ 
скорости той точки ереды, съ которою М въ разсматриваеный мо- 
менть совпадаеть; эта скорость # представляеть собою ни что ияое, 
хакъ скорость переносиело движешя. Введя же теперь предетавлене 
© соединен движенЯ при посредетвв изм®няемой среды, мы сейчасъ 
докажемъ, что во всякомь слузав скорость абсолютнее движештя 
веть звометрическая сумма скоростей относительно и перенос- 
нато двнжеми. Это доказательство будеть отличаться оть того, ко- 
торое быхо дано во глав Ш и примфаено только въ случАВ невзи®- 
няемости вспомогательной среды. 

Цуеть М (черт. 65-й) есть положеше движущейся точеи въ про- 
странств® въ моменть {, М’—положенше ея въ моменть (#+ 8). Иро- 
зведемъ черезь М в М’ еёкущую, но которой оть М отаожимъ дявну 


раввую а 


й 


—_: [ед. вр.], 
тАВ М М’ означаеть дличу хорды, соединяющей точки Ми М’, 
пуеть М.А есть отложенная длима. 

Прибляжая величину промежутка $ къ нулю и повторяя это по- 
строеше, мы будемь каждый разь получать новыя длины МА, ма- 
правленя которыхь будуть все болфе и болфе приближаться къ на- 
правлевю квсательной изь М къ траэкторш абсолютивго движеня, 
= величины — къ длин» 9, изображающей величину скороети а660- 
лютизго движеня въ моменть #. 

Пусть на томь же чертеж 3, есть часть траэкторфи относи- 
тельнаго движеня соотвтетвующей моменту Е и %, есть положеше 
въ момепть # той точки среды, съ которою точка М еовнадаеть въ 
моменть (#8). Проведемъ сфкущую ВЯ, и на ней огложимъ оть 
длину равную = 

п 


ЕЕ 
у. [04. вр.], 
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тд8 ЗЕЯ, озвачаеть длину хорды, соединяющей точку №} съ тозкою 9, . 
Пусть МВ будеть отложенная длина. Въ предзив, при приближе- 
ни $ къ нулю, направлене сфкущей будеть приближаться къ ма- 
правлению каеательной изъ ЗЯ (или Г) кь траэктори отвоеительнаго 
движеня, 8 величина МВ будеть приближаться къ величин м ско- 
рости относительнаго движешя въ моменть #. 

Кривая 9,97, изображаеть часть траэктоми, описываемой точ- 
кою 3, въ теченшн времени 8; продолживь хорду 9%, 3',, отложамъ 
оть 9, длину Э№, С равную 


„ [вд. вр.]- 
Такь какъ: 
МВ__ МА _ [в. 32] 
и, МИ 9’ 
то треугольняки М5, №, и МВА между собою подобны, а потому 
— 9. вр-] 
> % 


и слёдовательно В.А равно %, С, а кромё того длины эти и нарал- 
лельны между собою, такь что фигура ЗН ВАС веть нараллело- 
траммъ- 

Пра приближении величины 8 въ нулю, четыреутольникъ 9, В.АС, 
измфняя велачины и папраялени сторонъ, будеть оставаться варал- 
лелограимомь, причемъ треугольникь МУ, Я, будеть уменьшаться 
въ раом\рахъ (черт. 66), точка ЭЙ, будеть приближаться къ точв® 21, 
траэктор!я переносваго движен!я, соотвфтствующая моменту (#-+ $}, 
будеть приближаться къ траэктери переноснаго движеня ооотвфт- 
ствующей моменту & и наконець длина %, С—къ длив®, изображаю- 
щей скороеть «2 мереноенаго движешя въ моменть $. Въ предфив 
пареллелограммь будеть имфть сторонами: МО’ — скорость отноен- 
тельнаго движеня, МУ’ — скорость переноснаго движеншя и ато- 
залью М ТР скорость абеолютиаго движеня въ моменть # (чор. 67). 

Такимь образомь мы видимъ, что кавова бы ни былв веномота- 
тельная среда, при посредств® вогорой производятся разложеше аб- 
созютнаго движеня точки М на два составляюлия движешя, будеть 
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рамы ара. ли это среда измёняемая или иеизифняемая, во всякомъ случа ско- 
ростей составяя-Фооть составнало (абсолютнаго} двыжещя есть зеометрическая 
ЮЩТЬЗВНЖОНЙ, мно скоростей составляющихь движеши: относительнаю и пере- 
носназо. 
Образоваые со- 8 36. Разложене абеолютнаго движеня твердаго тёл& па два ©0- 
орала СТАВЛЯЮЩЯ движея:я ножеть быть едфлано также ирн посредств® 
ить ста. веномогательной иеизмняемой среды на относительное движене тёла 
жен в. Примфры. Но отиошеню къ этой средё н на переносное движеше вифстё 
съ нею. 
Обратио, изъ соединеня отиосительнаго двяженя тёла № 2 по 
отношению къ тёяу №1 сь неревоснымь движешемъ, общяимь съ 
движещемъ поелфдияго, получаетея составное движене тёла № 2. 
Напрямёрь, еслн твердое тёяо № 1 движется поступательно, 
причежь точка Ю)(Т)} этого тфла движется даннымъ образомъ по оси 


Х-овь: 

#[Ю(Т)] = У. (©, 

УЮТ] =6, 

ы [Ю (7 й] =0, 
& твердое тБло № 2 имфеть относительное ноступательное двыжене 
по отношенйю къ первому, причемъ точка Ю\(1Т1) втораго тёна дви- 


жется даннымь образомь но осн (Г), связанной еь тёломь №Тя 
пернендикулярной къ оси Х-овъ, такь что 


ТЕЮСГ=0, 
110 (11)|= 7. @, 
ГЮатГ 0, 


то составное движене тёла № 2 будегь такое ноступательное дви- 
жене, при которомъ точка Ю (11) будеть ныфть слздующее движенше; 


[ЮГ] = у, ®, 
[ЮГ = у, @, 
& [ТТ] =0. 


Такое соединеше лвиженй звотрёчвется весьма нерёдко во мнотихъ 
механизмахъ, напримфрь въ сюппортахь токарныхь станковъ, гд® 
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рёзну могуть быть одновременно сообщены два ностушательныя дыа- 
женя параллельно и перпендикуаярно дана» станка. 

Пусть твердое тВло № 1 вращается вокругь оси ОХ по какому 
„либо закону, такь что движеше его слёдующее: 


#2 [(Г]=5, = [В (Г) = 0, 
9 [ЮГ] =5, #(Р=6, 
э(Г)=+0, ж (Г) =0, 


& относительное движеше тёла № 2 по отношению къ тёлу № 1-й 
постувательное, причемъ точка (11) движется вдоль по оси =) 
перваго тбхя тавъ, что: 

ТЕТ] =Р®, 

11[Ю(ТТ)]=9, 

г юат)]=9. 


Составное данжеше твердато тла № 2-й будеть мараллельное 
плоекостн ХУ, причемъ абсолютное движене точки №) (1Т} будеть 


еяфдующее: 
2 [Ю(11)] =Р@®008+(9 
у[Юа1]=Р0зтз (0 
8[Ю(ТГ=9 


и прятомъ направлеще оси 8 (11), совнадающей съ осью (Г), бу- 
деть составлять еъ положительною оеью Х-овь уголь 


э(Г)=+@. 

Приыёръ подобнаго соединешя дважешй представляется въ по- 
зоротномь кран сяфдующаго устройства: къ вертикальной оси, нифю- 
щей вверху и винзу шивы, ветавленные въ подшииники, приврёи- 
лена горизонтальная балка, на которей по варф ральсовь можеть 
перемфщаться телфжка съ подъемнымь механизмомъ. Ось и балка 
представаяють эдфсь тёло № 1, а тезбжка тёло № 2. При одно- 
временномъ вращения осв съ балкою н леремфщенн тенфжив по рель- 
самъ, эта тельжка созершаеть составное движене вышескавяниаго 
рода. 
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Если збеолютное движеше тёла № № совершается пвраллельно 
неподвижной плоскости ХУ, а относительное движеще тбла №2 по 
отношевно къ тфлу №1 совершается параллельно плоскоетя 8 (Т) Т(Т), 
остающейся въ плоскости ХУ, то составное дважене тёла № 2 6у- 
деть также нараллельно плоскости ХУ. Въ этомь случа въ каждый 
моменть двяжешя пронеходить соединене двухъ вращеши вокругь 
парзилельныхь осей, Именно, твердое твло №} вь своемъ абео- 
Яютномъ движении вращается съ угловою скоростью: 


э, =9(Г) 
вокругь мгновенной ое, параллельной осн 2-овъ и имфющей свониъ 
елфдомъ на плоскости ХУ мгновенный центрь С,, котораго хоорди- 
наты суть 2(С,} и у(0,); выс съ тфмь относительное движен!е 


тыла № 2 по отношению къ тЪлу №1 можеть быть разсматриваемо 
какъ вращательное, имзющее угловую скорость 


' 
91», 


я мгновенную ось, параллельную оси 2-овъ, мгновенный центрь О’, 
которой пусть имфегь координаты 2 (С,.) и у(С,,} на плоскости ХУ. 
Оть соединешя относительнаго вращен1я съ угловою скороетью 3’, 
вокруть оси, проходящей черезъ С‚„, съ вращешемь въ переносномь 
движени (угловая скорость э',, мгновенный центрь О,) получается 
мгновенное вращене составнаго {абсолютнаго} движеншя тфла № 2, 
совертающееея съ угловою скоростью 9’, вокругь оси параллельной 
той же оси 2035 и имфющей мгновеннымь центромъ точку С, [ко- 
ординаты 2(С,), у{0,)]. 

Зь $ 35-мъ предыдущей главы было показано, что 9’, ==”, —9',, 
и врем® того тамь же выведены равенства (136), изъ которыхь е- 
дуеть, что 
2 (С). 9, += (0.3)... 


9, 5’, 


х(С,) ...(88)} 


у(0.) 9 (С). 2, (С... 9 ... а) 


-9, 


140} 
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Это суть формулы, выражающёя правило соединен хвухъ пра- Соеденене вре- 
щательныхь движешй вокругь параллельныхь осей; правило это о кт 
посредственно слёдуеть изъ нанечатаннаго курснвомъ на стр. 119 0сев. 
правиза, опредфляющехо положене итновениато цевтра С', по во- 
ложешямъ итновенныхь центровь 0, и С, я по величинамъ угзо- 
выхь скоростей 9, н 2. 

Если движеще твердо ттьла есть составное изз двутв со- 
ставаяющихь вращении вокруз параллельныхь осей, то 1) умовая 
скорость составнало движеная есть аллебраическая сумма узловыхь 
скоростей составляющих движений, 2) мановенный центрь состав- 
поло вращеня налойинея на одной прямой 5 мзновенными центрами 
составляющита вращенй и притом5 между ними, есаи знаки умо- 
выть скоростей составляющих вращенй одинаковы, вз противном 
эжв случаь (т. в. когдь знаки угловыхь скоростей соетавляющихь 
вращеюый противоположны) оз находится онмь кратчайшею раз- 
стоящя между ними, со стороны тозо мтновенноо центра, вокру 
хотораю вращеще быстрве; 3) разетояжя муновеннало центра с0- 
ставнаю вращещя отз мановенныха центров» составляющихь вра- 
зценй находятся вз отношени, обратном: отношению абсолютныть 
величине соотептствующихе скоростей, т. е. 


С.С, = 9 а . 

0,0, ыы 
если 2, и ',, имфють одинаковые знаки, и 
6:0, _ __ Эа 


6..0, ый 
если э', И э,, имфють противоположные знаки. 

Правило соединеня угловыхь скоростей звокругь параллельныхь 
осей зналогично правилу опредфлещя равнод®йствующей изралдель- 
нЫХЬ силь. 

О соединен вращен! вокругь непараллельныхь осей будеть ©0- 
общено въ слёдующемь году. 

Какь бы ии было разложено абсолютное движене твердаго твла 
на два составляющия движенщя: относительное но отношению къ нф- 
которой иензы®няемой средё и переносное выфств съ движешень 
э 


Х. Бовызивь. 
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посдёдней, во веякомъ случа скорость абсолютнало движеня всякой 
почин твердоло имьла есть зеометрическая сумна двухз скоростей 
этой точки в составляющих деижешщята, а именно: скорости 
относительнаю движешя по отношенйю из неизменяемой средь и 
скорости переноснао движеня ея, равной скорости той точки 
ненаменяемой среды, св которою разсматриваемая точка тверда 
ттда совпадаеть. 

Образоваше со- 8 37. Движене точки или тверлаго тёла можеть быть разложено 

ставнаг лВИБе- на три или болфе составляющихь денженй при лосредетьв издле- 


я точки или 
твердаго тфла жащаго числа веномогательныхь нензыфняемыхь средъ. Такъ можемь 


ть ооьлхь разложить движеше точкн на три составляющя двыженя при но- 
движений.  средетв® двухь вепоногательныхь твердыхь тёль, движущихся по- 
стунательно. Пусть тЗло № 1 движетея востунательно нараллельно 
осн Х-овь, тАхо же №2 движется ностунательно параллельно нлое- 
костя ХУ, тогда абеолютное движене точки М можно разложить: 
1) на относительное движен!е ея по отвошеню къ тёлу №2, 3) нь 
переносное движене вифстё съ тёхомь № 2 вь относительномь дви- 
жени его по отиожено къ тёлу № Ти 3) на переносное движене 
ея выбетв съ тзомь № Зы съ т8ломь №1 вь абеолютномь дви- 
жен послёдняго. 

Если, наприм%рь, точка К) (Г) перваго тля, остается иа осн Х-овь 

н движене ея выражается уравнешенъ: 


#[Ю(П] = 4, 
причемъ оси Я (Г), Г (Т), 7 (Г), неизы& нно связанныя съ этимъ тЪломъ, 
нараллельны соотвфтственнымъ неподвижнымь осямъ, 8 относительное 
движене тВла №72 по отношению къ тёлу №1 совершается посту- 
пательшо такимъ образомъ, что точка Ю (ТГ) втораго тёла движется 
ло осн Т(Т) в движеще это выражается уравиенемъ: 


Та [ЮСТ = 19; 
пусть далфе оси Я (11), (11), Х(П), нензывнно связанный съ тёломъ 
№ 2, параллельны соотвфтетвеннымь ослыъ тЬла № 1-й, & относи- 
тельное движене точки Л{ по отношеню къ тёлу №2 совершается 
ло осн 2 (11), прачемъ движене ую выражается уравиешемъ: 


ТЕМ) = У, 
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то составное движен!е точки №{, образующееся изъ соединеня этихъ 
трех движенй, будеть выражаться уравненяни: 


(И) = л, 9. 
(М) = 1,9, 
# (М) = Л, (9- 


Каковы бы нн былн движеня тёль № Ти №2, въ каждомь 
изъ составияющихь движенй точка М будеть иыфть скорость этого 
движеня, & нменно въ относительномь движенн но отношен къ 
тАну № 2 скорость и, въ переносномъ движени внфстё съ тёхомь 
№ 2 прн относительномь движен и этого нослФдняго но отношению 
къ тёлу № 1-—скорость м, относительнаго движевя но отношеню 
кь тёлу №1 той точки 91 (17) тёла №2, сь которою М совпадаеть, 
8 въ переносномь движение точки М съ тёломь № 2 в съ тВлонъ 
№ 1 вь абеолютномь движенн послвдняго — скорость 42, той точки 
таза № 1, съ которою М’ совпадаеть. 


Абсолютная же скорость , точки (11) есть геонетрическая 
сумиа скоростей м, и №, или матональ параллелограмма, на нихъ 
построеннаго, & въ свою очередь абсолютная скорость ® зочкя М 
есть геометрическая сумма скоростей и и %, нли махональ нарал- 
лелограмма на нихь построеннаго, поэтому г есмь звометрическая 
сумма трехь скоростей и, и.) ш, составляющиись движеня. 


Вообще, изв скольких бы составаяющиить движений ни было ео- 
ставлено движешще точки, скорость ея в составномь движени 
есть зеометрическая сумма изз скоростей вя в составляющихь 
движенять. 

Цостроеже теометрической суммы изсколькихь длдинъ увазано въ Миогоугольникь 
$ 27 таввы П-й. Построене можеть быть сдёлано послфдовательно: скоростей. 
сначала проводять магональ нараллелограмма построеннаго на двухъ 
скоростяхь, затёыъ строять параллелограимь на этой дагонали и 
третьей скорости и такъ далёе. Во всякомъ случа миогоугольникъ, 
стороны котораго суть длины равныя м нараллельныя теометрически 
слагаемымь скоростямъ, замыкается длиною, изображающею геонетря- 


ческую сумму этихь скоростей. 
* 
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УТ. Объ ускоренйи абсолютнаго движен!я точки. 
А. Ускореме прямолинейнато движещя. 


$ 38. При прямолннейномъ нерзвномфряомъ движения точки ско- 
роеть ед измбнается съ течешемъ времени. Чтобы составить 090% 
наглядное представлене объ этомь изыфнеяйи, строять кривую линю, 
называемую вривою скоростея, выражающую зависимость мождуо и! 


или, вфрнфе сказать, между г и. Эту кривую иногда умфетно 
строить на томь же чертеж, на которомъ начерчена кривая раз- 
стоя, приченъ величины ординать ВС’ (черт. 68) точекъ кривой 
скоростей равны длинамъ: 

Ва=е. [ев. вр.] 
я казкдая ордината возстановлена нараллельно ноложительной оси 48, 


@8 
вели соотвфтетвенная величина Е Положительная; въ противномь же 
случ8№ ордината возстановлена праллельно отрицательной оби 4 (—8). 


Но формуламъ (30) и (31) $ 11-го стр. 30 и 31: 


;. . (140) 


поэтому ордиваты кривой скоростей будуть положительныя или отря- 
цательныя длины, выражаюнияся такъ: 


4 
У. [вд. дд. = Я. [ед. вр. ] == [ед. дз.] , #9 (#, АТ), 
подразумфвая подъ у отвлеченное число. 

Здфсь { есть направлеше касательной, проведенной жъ кривой 
разстоян язъ точки К, соотафтствующей моменту #; направлеше # 
зроведено зъ сторону возраетающихь # и составляеть еь направ- 
хлешемъ положительной ося 47’ оетрый уголь, положительный (есла #- 
соетавляеть съ положительною осью 48 ветрый утоль) илн отри- 
цательный (если # соетавляеть съ подожитезьною осью 49 тупо 
уголь). 

Изь формулы (141) слёдуеть, что ордвнвта кривой скоростей для 
какого либо момента { найдется слёдующимь построешемъ: къ 10+ 
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кЪК кривой разстоянй, соотвётетвующей моменту #, проведемъ ка- 
сательную ® и оть К отложимь длину КС равную единиц®, нарал- 
лельную положительной оси временъ; зат®мъ изъ С’ проведемъ пря- 
мую параллельную оек ординать и найдемъ пересфчене ея Р съ 
направленемь # (черт. 68); длина ОД будеть представиять величину 
искомой ординаты, такъ что, отложивь оть В дливу В@ равную и 
вараллельную длан СП, получинъ точку @ кривой скоростей. На 
чертеж 68-мь изображено еще построене орциматы В, @', отрица- 
тельной для момента времени, соотвтствующаго абциссв АВ,, 

Раземотримъ, каковы кривыя скоростей для прямолинейныхъ дви- 
жен, приведенных въ $ 8-мъ. 

1) Вь первомъ примёр® точка находится вь повов и лин ско- 
ростей есть ось временъ. 

2) вь равномфриомъ движея!и 5—0# динйя скоростей есть пря- 
мая нараллельная ося временъ и вс ординаты ея равны 


а. [#д. дл. ]. 
8) Та-же самая прямая предетавляеть линно скоростей въ дви- 
жеши з=Р +9. 
4) Вь движения №4, состоящемъ изь послфдовательныхь равно 
изрныхь двяженй, ханЁя скоростей состоить язь части прямой 
1 


== 


2 
оть оси ординать до точки соотвфтетвующей моменту #==4. [<ек.], 
затЪыъ изъ частн оси абщиссь между точками, соотвфтетвующими момен- 
тамь 4, [сев.] к 6.[сек.], далфе изъ части прямой: 


У*=8 
оть точки соотвфтотвующей моменту 6. [сек.] до точки соотефтетвую- 
щей моменту 10. [<ек.] в наконець далве изъ прямой 
У=1 
отъ точки соотвётствующей номенту 10. [сек.]} до безконечности. 
Вь этомь случа линя скоростей есть линНя раэрывная, казъ 


и быть елбдуеть, потому что здвеь екорость изыфнлегь свою вели- 
чину не постепенно, но мгновенно, сразу. 
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5) Въ движени з=сЁ скорость выражается уравненень 


43 

#= Зе! 
и линя скоростей уравнешенмъ: 

= 24. 


Это- прямая ливя, преходящая черезъ начало координать н н8- 
клоненная въ оси временъ поль угхомъ, тангенсъ котораго == 2. 
6) Вь движени, выражаеномъ уравненемъ; 


= 5—1 


екорость выражается уравнешемъ: 


48 

= 4-®, 
& лишя скоростей — уравкешемъ: 

*= н (=— 3). 


Это— прямая, проходящая черезъ точку на оси временъ, ниющую 
абцисеу 3. [четрь] н наклоненная къ осн времемъ подъ угломъ, тан- 


тенсъ котораго равенъ 5. 
7} Мы уже знаемь, 910 въ движени, выражземомь уравненемъ: 
= -+сё, скорость выражается уравненемъ: 


"= а-+ 26. 


ели @ и с выфють величины, даиныя ив стр. 19-й, то лия ско- 
ростей выражается уравнешемъ: 
— 1 т 
У=1-- 5. 
Это— прямая, перес®кающая ось времень въ точкё, инфхющей 
абциесу (—3) н наклоненная къ ося временъ подъ угломъ, тангенсь 


котораго равенъ 5. 
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9} Въ движеши гармоническомь, выражвемомь уравнентемъ: 


8 = Е 008 (=, 


скорость выражается и 


“- — рай (> т), 


» потому кривая своростей выражается уравнентемъ: 


Хх. х 
у= — * и (=), 

т.е. это есть сипусеонда, высота возны которой раэна Эк А ‚ длина 
волны &. 

$ 39. Скорость въ какой либо моменть движешя можно назвать 
быстротою измёнешя разстоящя 5; аналогично этжу при прямоли- 
нейномъ движенш точки можно ввоети понят! о быстрот® изызнея 
скорости, подразумфвая подъ этимъ велячину, къ которой прибли- 


жается отношеше д 
(я ).. \л 


45 
( 1) 
$ 
при праближени $ кь нулю. 


Зе 
| (я). (#) 


суть значеня производныхь оть 5 по Ё вь моменты #8 и #. 
Эта величина будеть ни что иное, вакъ 


45 

а? 
которая можеть быть положательною вли отрицательною, мы будемь 
называть ускоренемь прямолинейнаю движеная положительмую ве- 


лизину: : 
= у 


и будемь обозначать эту величину звакомъ з. 
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Ускоренюпрямо- — Изъ сёмаго опредфлешя слфлуеть, что ускореше прямолинейнаго 

ао ЛЕ Пвижовя есть предфль отношешя между измёнешемь скорости въ 
течени ироюмежутка времени къ величин самого промежутка; но 
изминене скоростн (т. е. разность между величиною скоростя въ 
начал промежутка времени) есть также нфкоторая скорость, & по- 
тому ускореше есть отношене длины къ квадрату времени: 


Наприиёрь въ разноускоренномь двнжеши 


8=ей, 
тд 
3 
= те 1, 
ускореше будеть: 
Ч о Ге] 
ай ` сев. ° 
Величина 
[ед. дл.] 
[е. вр. 


Единица ускоре-@СТь величина единицы ускоренёя; это есть величина ускореня та- 
ны. кого равнотскореннаго движен!я, прн которомь вышедшая изъ ло- 
коя точка совершаеть въ теченн первой едвняцы времени путь рав- 

иый половим& единицы длнны; въ самомь д%я%, если 


= [98а] 
8=$ [е. вр. # 
и стало быть: 
= в] , 


[ед. дл, 
ед. вр. |1" 


Величина единицы ускорешя опредфляется величинами выбраи- 
ныхь единиць длины и времени. 

Величина ускорен!я всякой точки твердато тёла, свободно и безъ 
вращеня издающаго въ Парни и ка уровк® моря, равняется: 


[метрь] 


9 = 9,3094 ‘ев 


то ускореше равно 
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цотому что каждая точка тёла пробётаеть зъ первую секунду посл 
начала пэдевя длину 4,9047 метра. 

Если за едишацу времени возъиемь минуту, а за еданяцу дланы 
дециметръ, то мовая единица убкорещя 


[дециметрь | 
[минута 
будеть въ 36000 разъ менфе прежией, потону что: 


[дет.] 


метръ] _ 10. [дециметръ] 
= 86000 + 
° [мак 


73 р 
[евк.] (=) . [ман 2 
и то-же самое ускореше выразится тёкъ: 


[дец. ] 
9 =358138,4. [ша 
Величииа ускорешя силы тяжести въ какомъ либо ифетв земиой 
поверхности подъ широтою Х и на высотВ № сантиметровь надъ 
уровнемъ моря равняется: 


(980,6056 — 3,5028 603 2\ — 0,000003 Ве 


Сант. ит. 


Ускореще, подобно скорости, можете быть изображено длиною, Изображеше ус- 
величина которой такь относптея къ сднницв длины, какъ величина ®РеНЫ длиною, 
самого ускореня относнтея къ величин единилы ускорена; поэтому 
длина, пзображающая кахое либо ускореше ®, должна быть равна: 

5. [ед. вр: ]?. 

Ускореню мы будемь приписывать также н нанравлеше, подра- 
зум#вая подъ этимъ паправлен!е измфненя скорости въ разсматря- 
ваемый моненть; а имешно, если въ этоть моменть скорость возра- 
стаеть, то ускореые нифеть направлеше возрастающихь 53, нанро- 
тивъ, есяи скорость убываеть, то ускореве ныфеть паправзене убы- 

ВаЮЩихЪ 8. 

Ускореше прямолинейнаго движеня итраеть по отношению ЕЪ 
кривой скоростей ту-же самую роль, какую скорость играеть но огно- 
шенно къ кривой разстоянй. 


— 188 — 


Вь самомь дёдЪ, озналая, какъ выше, ордянату кривой скоростей 
черезъ %. [ед. дя.} и яифя въ виду, что 


#8 
У. [в8. дя.] = й: [ед- зв.], 


лолучимь для ускореня выраженйе: 


428 _ [в. дл.] _ @ ед. ди.] 

ав й’ [ед. вр. — & ед. ву. |? 
"а, сябдовелельно, для положительно или отридательно взятой дланы 
ч. [ед. дл.], изображеющей ускореше, будемь имфть выражене: 


4 
г . [ед. дл.]. 


Но 


в емъ касательной къ кривой скоростей изь точки @’ ея (е00твфт- 
ствующей моменту #), проведенной подь острымъ угломь въ положи- 
тельной оси времемь, означявь это нанравлеме черезь 9, будемъ 
имфть слёдующее выражене днины, изображающей уекорене: 


[вж, н.], #9 (9, АР). ..... (48) 


Выражене это совершение аналогично выражению: 
у. [ед. ди.] = [ед. дл.]. #9 (#, АТ),. .. (141) 


& потому для построеня длины, изображающей ускореше, елдуеть 
сдфлать построеще аналогячное тому, которое было дёлаено для по- 
строенйя хлинъ, изображающихь скорости, т.е. изъ точки © соотвёт- 
ствующей моменту { надо провести касательную Су къ кривой ско- 
ростей, отложить оть С израллельно положительной оси времеяъ 
длину @И равную единиц, изь Ы провести прямую нерашленьную 
оси ординать и найти нересфчеше „7 этой прямой съ ввправлешемъ 9; 
дяинь НУ будеть изображать величину ускореяйя. 

Если отложимъ эти длины въ видф ординать оть евотифтетвую- 
щехь точекь В оен абщиссь, то кривая линёл, образуемая оконеч- 
ностями № этяхь ординать, деть наглядное представлеше объ изм*- 
ваемости ускореня въ разсматриваемомь прямозинейномь движени; 
эта кривая лишя называется кривою ускорение. 


Е : 
Ел веть выражеше тантенеа угла, составляемато уанравле- 
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$ 40. Вь предыдущихь параграфахь мы показали, какниъ обра- Кризая усворе- 
зомъ, зная урзвнеше прянолинейнаго движешя точки, опредфлать ы 
законъ измёношя скорости ея, & затВиъь и зекомъ азывнешя уско- 
реншя ея съ течёшемъ времени. Если уравпеше двяжешя точки есть: 


8=1@, 


то скорость изыфияетея съ теченемь врешепи слёдующимь образомъ 
48 
=7®, 
& ускорене-—слвдующимь рии 


Ч =. 


ВыфстВ съ тмь тамь жё было показано, какъ, имбя врявую раз- 
стоянй, выражаеную, положвмь, уравненемъ: 
«=#Р(), 
ностронть кривую скоростей, выражаемую уравненемз: 
= 4 (<) 
=’ 
в затёмь мо кривой скоростей построить кривую уекоренй, выра- 
жаемую уравненемъ; 
О] 
27° 
При этомъ наломнимь, что с, *, у п 4 суть отвлеченныя веля- 
чины: о. [ед. дя.] ееть 5 или ордината кравой разстонн в, т, [ед. дл.] 
веть абщисеа соотвфтетвующая моженту т. [ед. зр.], %. [ед. дя.] есть 
ордината кривой скороетей, причемъ 
_ 4 
=’ 
накопець 9. [ед. ди.] есть ордивата крявой ускорешй, причемъ 
®= 90 
1= — д ' 
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Вь настоящемь параграфВ мы покажемь, какимъ образомъ по 
данному закону усхорешя зъ прямоляяейномь двяжеюи найти законъ 
изыфиевя скоростей я опредфлить сдмое движеше и укаженъ еред- 
ства рышать таве вопресы графически при помощи надлежащихь 
приспособленй, 

Нрежде всего изложимъ изкоторыя соображен!я относительно не- 
рехода оть призой скоростей къ кривой разстоянй. 

Начнемь съ того случая, когда данная лиз!я скоростей есть пря- 
мая параллельная оси времень и слёдовательно скорость движешя 
постоянив. 

Пусть эта скорость веть: 


а=а. [вл. ви.] 


тдё ® поетояяное отвяеченное количество. 
Очевидно, что соотвёлетвующее движене равномёрное съ данною 
скоростью и уразнене ‘его можеть быть =, но можеть быть и 


8—0 а, 


тд С совершенно ироизвольная постоянная длина, ниЗющая зна- 
чен!е разстоящя движущейся точки оть точки О въ начальный мо- 
менть #=0; такимъ образомъ зрамой ллыши скорости: 


э=а 


соотвфтетвуеть всякая изъ нараллельныхь между собою прячыхь зи- 
ий разетояя, выражаемыхь уразнешями: 


С 
$ = Нат. 
[ев ды.] 

Взявь абщиесу т, [ед. дл.] = АВ (на чертежь 69-мъ), соотвфу- 
ствующую какому либо моменту {, н помножявъ ее ва ординату А@, 
равную ВС, т. е. на а. [ед. дл.], нолучинь нроизведене 

ат, [8д. дя. 


зыражающее вехичину площади 46,С'В; раздёхивъ это пряизио- 
деве иё [ед. дл.], получимь джину 


КК = ат. [вд. дл.]; 
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прядавь къ этой длин произвольно выбранную дянну АК, получимъ 
длину ВК ордиваты (для момента #) лан разсголый, нзображаю- 
щей то равномфрное движеше съ даяною скоростью, пре которомъ 
движущаяся точка въ начальный моменть находилась въ разстовни АК, 
оть точки О. 

Нреждо чфиъ перейти къ движен!ю, въ которомь зив!я скоростей 
есть какая либо кривая, напомнимь двЪ теоремы, доказываемыя Въ 
дифферентальномь кечисдени, на которыхь будемь основываться 
при дальнфйтихь разсужденяхъ. 

Теорема А. Еблн пифемъ какую либо сплошную функвию оть з, 


то разность 
Ле-+ м) — Л) 
иожеть быть выражена елфдующимь образомъ: 
У (е -+ Аз) — Ла] = У (а 0а), 


тдф ® ееть величина меньшая единицы, & /’ означаеть производную 
оть / по 2; эта же разность можеть быть еще представлена, такъ: 


Ла -- м) — Уд= а) + 2), 
гдВ < есть величина конечная, не обращающаяея въ безконечность 
при прибляжеши Ах къ нулю. 

Леорема В. Предфяъ суммы безконечно-большаго числа бевхо- 
нечно-малыхь слагаемыхь не изифнится оть замфны прожнихъ сла- 
таемыхь—-новымн, отличающимися оть прежнихъ на безконечно-малыя 
величины выешаго порядка малости *). 

Пусть линйя скоростей есть прявая, начерченияя ив чертеж 70-мъ. 
Надь этою вривою начерчена соответствующая кривая разстоянй. 

Пусть уравненю кривой разстояй слфдующее: 


=! (<), 
тогда уравнеше кривой скоростей будеть; 
= Ё (<). 


Везьмемь какой лябо моменть времейи + == <. [е. вр.] и отыё- 


*) Докалатехьства этитъ двухъ теоремъ накодится въ руководств къ куреу диф- 
форенщальнаго исчиславы, составленномъ профессоромь Поссе. 
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тимь на чертеж 70-мъ соотв тствующую ему абщиееу АВ —= <. [ед. дл.], 
& также и ординаты ВК =, [ед. дл.] привой разстоянй и ВО’==у, 
[ед.дл.] кривой екоростей. 

Раздёлимь абциссу АВ на большое число я равныхь между со- 
бою частей; мусть величина каждой части будеть 6. [ед. дд.], такъ 
ЧТО 90 — 1, 

Черезъ точки дёлеши: В,, В,, В,, ..... В„: проведемъ еоот- 
вфтетвенных ордннаты обфихь кривыхь; такимъ образомъ будеть у 
насъ на оен временъ, оть А до В, (®-- 1) равноотстоящихь точекъ, 
которымъ будуть соотефтствовать слФлуюния величины <, о, у; 


А %=0 а, = (0) * = (0) 
= в, = # (8) 

В, ЦЕ а, = 6) 
В. ча ы-08 а Р-Я Ре 
В т=1 в == (=) у= (3). 


Прияфняя теорему А къ Е (<) я кь посафдовательнымь проме- 
жутивиь оть А до В,, оть В, до В,, и. т. д., будемь имёть радъ 
слфдующихь равенствъ: 


2) — 2 (0) =8 [2 (0) +] 
2 (98) — 28) = 9 [27 +ы8] 
2 (80) — Рав) 6 [Ра 


ОР = [@ — 0 + +. 6}, 
ИЛИ, ЧТО ТО же самое: 
$1 — = (% + 8) 
93 — 3: =6 (м -+ г, 6) 
98 — 9, =6(, + =, 6} 
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оо ева 8), 


ТД в, ве... суть величины конечныя. 
Сложивъ всё эти равенства, получинъ: 


9—0 =, + м, № -+ ...... — в, 
+ 09 0+ ...... На, а... , (143) 


НПоложимь теперь, что мы будемь уменьшать величины 8, при- 
ближая ихъ къ нулю, увеличивая внфетВ съ тёыь число я до 6ез- 
хонечноети. Но теоремф В пред®лъ суммы, заключающейся во вто- 
рой части равенства (143), не измфнится велдетые замЪны сха- 
твеныхъ 

ме. № 
схатаемыми @, отличающимися отъ прежнихь на величины е.8*, без- 
безконечной малости второго порядка, & нотому 


9 — в, = пра, (6 + в + м + ...... 3), , (144) 


т. е. °—а, равняется предфау, къ котораму приближается овначен- 
ная здЪеь сумма при увеличени числа я до безконечности и умевь- 
шени 6 до иуля. 

Каждое изъ произведенй 

6%. [ед. да.]3, @у,. [ед. ди.]*, бы» [9д. дл. речь 

выражаеть величину площади соотафтствемнаго прямоугольинка, ямфю- 
щато основатемъ длину 8. [ед.дл.] ио абцщиесв, я высотою — соотвфт- 
ственную ординату. 

'Произведеше вы, [ед. дя. 
выражаеть величину площади прямоутольника 46, В, В, (черт. 70), 
проязведене 

в [м д. 


выраждеть величину площеди прямоугольника В,6.В, В, ит. д. 

Принпчаше. Если которыя либо изъ ординать отрицатель- 

ныя, какь напримфрь орданаты ›,, у, на чертежё 71-мъ, 

то соотвфтственныя имъ произведешя будуть эвкже отрина- 
тельными. 


Интегряроване 


Е 
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Сумма 
Винни о). [4- д8.]* 
выражаеть сумму положительно взятыхъ площадей тёхъ четыреуголь- 
никовъ, высоты которыхь суть положительныя ординаты, уменьшей- 
ную на сумму площадей тёхъ четыреугольниковь, высоты которыхь 
суть отрицательныя ординаты. 

Вь иредё лв вытеозначенная сумма выразить въ случа® чертежа 70 
зеличниу нлощади 46,68, ограниченной ординатами 46, я В&, 
збщисеою АВ и частью @,@ кривой скоростей; въ случа чертежа 11 
пред®ль вытеозиаченной суммы выразать разность между величинани 
ялощадей Аб’, В, н В,В6. 

` Поэтому, въ случа чертежа 70-то: 


__ пло. (А@.@ В) 
о [в д. 
и въ случаЪ чертежа 71-го: 


площ. (46. В,) — площ, (В,В6) 
[ед. дл. |2 у 


Такямъ образомъ оказывается, что предфль суммы, находящейся 
во второй части равенства (144) и обыквовенио обозначаеный тёкЪ: 


м... 089 


представляеть отношене веничинъ двухь нлощадей; вь знаменателв 
его находится величина единицы площадн, въ чнезител% — величина 
той части площади, ограниченоой съ одной стороны вривою скоро- 
стей, съ друтой стороны —осью временъ, которая простирается оть 
орлинаты 46, (соотафтствующей абщиеев т = 0) до ординаты В6 
(соотвфтетвующей =), причемъ площади, находяпияся на стороп% поло- 
жительныхь ордивать, берутся со знакоиъ плюсъ, а площади, яаходя- 
пбяся на сторон% отрипатезьныхь ординатъ, берутся со знакомъ минусъ. 

Такое вычислене или онредбдене велячинь площадей, ограначен- 
ныхь какою днбо вривою я осью абщиссь, называется выполнемемз 
хвадратуры этой кривой въ предплахь отв х равназо нулю д0 друют т. 
Соотвфтетвующее этому дйств!е, означенное формулою (145), назы- 
вается интезрироващемь фунмйи › == Е'(1} в5 предплать отз 0 дот. 
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Стало быть: . 


<, [ед, дл] = в,. [вд. дл.] = [ед, о}. [м 
6 


ВК = АК; + 4. м. Гек. .. 48) 
$ 


Еели дена кривая скоростей, по неизвзетаа кривая разстоянй, 
то начальная ордината АК. посльдней будегь величиною произволь- 
ном; разъ только она выбрана, то ордивата, соотвётетвующая какой 
либо абцисев *. [ед. дл.], можеть быть найдена софдующямь обра- 
зомъ: вадо выполнить квадратуру кривой скоростей въ нредфлахъ 
оть т==0 дот соотвфтетвующаго этой абщисс®, величину полученкой 
площади раздёлить на величину единивы площади и полученное от- 
мошене унножить на единицу длины; опредфленная тажимъ образомъ 
дляна, сложенная съ длипою АК, дасть величийу ордиваты ВК. 

Совершенно нодобныиъ образомъ по данной кривой ускорен!й можио 
ностроить кривую скоростей, прачемь войдеть въ качествв ироиз- 
вольной постоянной начальшая ордината кризой скорестей. Для опре- 
двлешня прочихь орданать искомой кривой придется выполнять ква- 
дратуры кризой ускоренй, 

8 41. Существують нриборы, вычерчиваюнце кравую скоростей 
по данной кривой ускоревй н кривую разстоян!й но кривой скоро- 
стей и вообще выполняющие графически квадратуру площадей. Таве 
приборы называются интерафами. Мы опишемъ повфйлий изъ шихь— 
интеграфь Абданкъ-Абакановича. 

Приборь этоть выполняеть дёйстве обратное тому построению, 
которое опиезио въ $ 38-мъ и которое было представлено на чер- 
теж 68. Возьмемъ этоть чертежь и замётимь слёдующее: если оть 
В отложить по отрицательному ваправленно оеи абщисеь дзину ВР, 
равную единиц длины и провести черезь Ри ( прямую Рё, то 
направлене Рб; будегь параллельно касательной Е® вь точкё К. 

Изь этого елфдуеть, если при двяжеши ифкоторой точки (6) 
(черт. 72-й) по кривой скоростей, другая точка (Р)} будеть слёдить 
ио оси абциесь, оставаясь въ разетоявйи равномъ едийин% длины ио- 
зади проекти (В) нервой точки на эту объ, то третья точка (К), 
наиравляемая параллельно (Р}(6'}, должна будеть описывать кривую 
разстоннй. Если нфкоторое твердое тбло будеть двигатьея ноступа- 


С, Бобывоть. 10 


Построек{е хри- 

вой разстояа! по 

кривой скоро- 
стей. 


Построеше кри- 
вой скоростей по 
хривов  Текоро- 


Ивтеграфы. 
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тельмо выфотВ съ точкою (6), то каждая точка его опишеть кривую 
параллельную вривой скоростей (кривой интегрируемой); & если дру- 
тое твердое тёло будеть двигаться постуивтельно выфот® съ точкою (К), 
то каждая точка ого опишеть ивраллельную кривой разстояв!й (кри- 
вой интегральной). 

Одну изъ существенныхь частей прибора прадетавляеть такъ на- 
зываемая рулетка, изображенная отдфаъно на чертежф 78-мъ въ #з0- 
метрической проекши и начертежв 74-мъ въ разрЪзф. Рулетка ееть 
собетвенно колесо В съ оетрымъ ребромъ, накатывающее этамъ ре- 
брошь интегральную кривую на бунат®. Колесо эго крфико насажено 
на цилиндрическую о6ь $5, имвющую на коннахь свонхь коничесйя 
утлублейя, въ которыя входять острёя винтовь В, и В,, ввинчен- 
иыхь въ вилку Е. Вилка Е прикрфплена къ стержню О, инфющену 
головку Г, сквозь которую проходить пруть Ю.П,, нареллельный 
оси $ колеса В. ели колесо В будеть поставлено ребромъ на бу- 
магу такихь образомь, чтобы ось стержня С’ была вертикальною и 
оставалась бы вертикальною при неремфщени рулетка по бумаг, 
то при нажимани рулетки на бумагу, даже легкомъ, встртитея 3а- 
ифтное препятств!е къ скольжению ребра колеса параллельно пруту ДР, 
но не продетаватся никакого прапятствя поступательному движеяю 
всего снаряда въ направлени параллельномь плоскости бумаги п 
зыфств съ тВмь перпендикулярномь кь РР,; кромф того, почти не 
ъпредетаватся препятстыя вращению снаряда вовругъ оси стержия С. 
Изь этого слфдуеть, что рулетща будеть накатывать на бума ян- 
тетральную кривую, если весь этоть енарадь будеть соединень съ 
точкою (@) тавимъ образом, чтобы слёдь оеи стержня С’ на плос- 
кости бумаги имфль одну абщиссу съ тозкою (0) я чтобы ось стержня 
{прута) РР, была нараляельна направленно (Р) (0). 

Иитегрифъ Абденкъ-Абаваневичь изображень на чертеж 75-мъ (въ изометри- 
ческой проэка’и). Основою его служить рама ММ М, М,. онпрающаяся на 
ялоекость стола (на котором положена бунага) четырьыя циливдрическими ко- 
десами т, тн, в ип, одиваковаго Меметра; колеса эй в я. крёшко свдать ва 
одной общей сви ГУ я точно также колес» ня », сидать на одной общей оса 99. 
Так» какъ маметры каждой пары колесь равны между вобою, то рама можеть 
хатиться по бумагь только в» направхении параллельномь сторонамь ММ и М.М, - 
Бъ рамВ прикрёвлена полоса ОФ, нахъ незеою ММ, подоса Г.Т параялежь- 
взя хлиннымь сторонвмь рамы и ототоящая отъ ММ, на одну треть ширины 
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рамы, составлнеть также одно ць0е съ послбднею. Брожб этого къ подосаыъ №.М, 
и 99,, по вредин® даниы рамы, прикрёплень наугозъникь Л (н8 рисунк% за- 
тумеванный), поддерживающей вертикальный иниъ Р, налначене вогорьго 6у- 
ДеТЬ веворв объяснено. По верхней грани полосы ©0,, параллельно длен® ел, 
деть узкал борозда; такая же борозда проведена влель верхней грани полосы №М,. 

Полоса «7, имфющея на ОДНОШЪ ВЗЪ СВОИХЪ БОНПОВЪ ЦИЛИИХрическое гявзде, 
надбта этиыъ тибздомь на шилъ Р, веавдетве чего можеть вращатьен вокругъ 
вертякальной оси шипа, Вдоль эгой полосы влуть дв® борозды, одна по средн 
зерхней грани ся (вяхнся на рисунк®), другая влоль нижней гранн (ив видная 
18 расунЕ?). 

По боров полосы №№, ходать звоетренныя ребра колесь в и а:, поддер- 
кивающихь тезтфжку А. Одно нёлое съ этою телфжкою составинеть полоса 7,7, 
съ прододънымь свозным® прорьзомь, опирающаяся розщкомъ 2 на верхнюю 
трань полосы ТТ,. Бромё топе, эта тельжка А имфегь сквозной канать 
въ прамоугольнымь сбченемъ, въ который вотавлень стержень де, нод- 
держивзющй тоть штафть 69, остремь когораго обводять интогрируемую ври- 
вую. Стержень 2 можеть быть вдвинуть или выдвинуть въ каназё тетьжеи 
бове или менве, смотря по надобности, и, въ кождошъ позожены, можеть быть 
закрышлень помощю зажиынаго винта, не видваго на рисунеЪ. По оввозному 
продольному прорёзу похосы Р.Р ходвть передвижка, закрёилнемея снизу вин- 
томъ И’. На верхней сторомв нередвижен паходится ининъ, на ветороиь мо- 
жеть вертЬться вевругь вертикальной осн горизонтальная рамочка (7 (затушо- 
вавивя) съ двумя колесани и и ма; из ребра тах колееъ полова +7 опирается 
своею нижлею бороздою. 

По борозд® полосы 0@, ходвть ребра колес № и Л,, поддерживающихь те- 
Ажву Н, снабжениую рулеткою В н стержень съ каравдаиюмь К,, вычер- 
зивающинь интегральную кривую, У есть грузъ, нажамающий карандашь па 
бумагу. Стержень С’рулетея, свободно вращающийся въ цилиндрическомь гифадВ 
ледфжен Я, иметь не верхиемъ концё горизонтахьную полоску ЮБ,, котороя 
доажна быть направлясыа пернендихуларно къ направленю Р(6). Дая с09б- 
жешя ПТ), надлекащаго направленя служать ножны ИР, ЕЕ и ЕЕ, 06- 
разуюиуя визстё съ ДЛ, шорннрный наралаолограмиь, сторона ЕЕ, вотораго 
соотазлаеть одно цЪлое съ третьею тезфжкою, поддерживаемою колеелин еие;, 
хохнщиши пе верхней борозиь нодосы „7; притомъ сторона ЕЕ, праврьплена 
къ тезбжив въ положении перненхивухярномь къ нвправленю этой борозды, 

Вь этонь приборё конець карандаша А, по ваходится на одной орливать 
съ остремь втифта 3, но абщиссы ить разнятся на постоянрую везичину. 
бете штифта 5 опнсываеть привую наразлельную той, которую описала бы 
проевиа точки (6) (черт. 75) на нносжоеть бумаги, а вонець карандоша К, 
онисываеть кривую параллельную кривой, напатыраемой реброкь рулетки. На- 

10" 


Годографь вмо- 
рости, 
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чальная ордянате конца карандаша К, ироизвольна. Пря томьъ же начальномь 
нохожени штибта 5 толбжка Н можеть быть поставзена въ проязвольномъ на- 
чальномь позожеви яв полов 00;; при этой установк, дла того чтобы пе- 
фехвагать тедфжку на полос 0 0,, не портя ребра рудетви В, надо немного при- 
поянать стержень О въ своемъ тяфзх® я тогда уже передвигать тезфжьу. Богда 
же установка окончена, слфдуеть опустить рулетву на бумагу и тогда уже иа- 
чать обволь нитегрируемаго контура остремь штифть 5. 


В. Ускоренёе в8 нриволинейнома движени. 


$ 43. Для криволишейваго движешя можно было бы востронть 
кривую скоростей такимь же образомь, какь и для прямолипейнаго, 
отложивь но оси абщиссь АТ зремена, & паралхеньшо осн ординать— 
соотатетвенныя длины, изображающия скорости, но эта кривая ие 
могла бы дать пикакого поня!я о законз измфаешя направленя 
скорости. 

Ангийсь ученый Гамильтонъ указаль весъиа иатлядный етособъ 
изображать закошь изызнешя величины и направлен скорости въ 
криволинейномъ движени, Ивь какой либо неподвижной очки, на- 
примёрь изъ начала координать, надо провести длины, равныя и 
цараллельныя длячамьъ, изображающимь скорости точвя въ разные 
моменты двнженя. Концы этихъ длинъ образують кривую линно, на- 
зваиную Гамильтопомь Годорафомь скоростей. 

Законь изифнеюя величины и н®правленя скорости представ- 
ляется изыВнешяыи радуса вектора тодографа, поэтому недостаточно 
змать вядъ этой кравой, но необходимо также заать п ноложене той 
точки, изъ которой проведены радтусы векторы ея. Мы условимся 
откладывать ращуеы векторы годографа изъ начала координать. 

Пуеть ОН есть ражусь векторь годографа для какого либо мо- 
нента #; такь какъь онъ равень и нараллелемь улнаф, изображаю- 
щей скорость точки вЪ этоть моменть, то проекшя ОЙ на ось Х-0вЪ 
будеть равна: 

ОН соз (ОН, Х) = [4] 9 сов (в, Х) = [6] =", 


тдЪ [#] овначаеть величину единицы времени; такииь же образомь 
найдемъ, что 

ОН сз (ОН, У) = [в] у’, 

ОН сз (бН, 2) =[в] =". 
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Такь какь проекши радёуса вектора, проведеннаго изь начала ко- 
ординать кь какой либо точкВ, равны координатамь этой точки [какъ 
было показано въ $20 (формулы 86)], то коорданаты точки Н суть: 


ль. 6] У 
9» = [6] - ИУ, 4. + 142) 
= =]. ЕО 


Уравнешя годографа получатся по искаючени времени изъ ра- 
венствъ: 


ча = [6] У,» ул = [8] У›@), яв [8] У, (9. 
Если точка движется по плоскости ХУ и уравнешя движеня ея 


сть: х=/(0, у=/0), то уравнене годографа получитея по 
неключени времени изъ равенствъ: 
2 == [6] и (9, Ув |6] ^, (8. 

Вь ифкоторыхь случаяхь можно составить себЪ поняше о вндф 
тодографа скорости даже и не пользуясь формулами (147). 

Очевидио, что при всякомъ прямолинейномь движенн тодографь 
будеть прямою, параллельною прямоданейной траэкторн. Если ве- 
лизина скорости при такомъ движенн заключается между каЕНМЕ 
либо конечными предёлани, то тодографомъ будеть служить только 
часть прямой, наралдельной траэктори. Если движеще не только 
прамолянейно, но и равном%рно, то годографь обращаетея въ точЕу, 
редёуеъ векторъ которой равенъ н параллелень скорости. 

Если движенше совершается ©ъ поехояниою скороетью по окруж- 
ности круга, какъ напримфрь въ случаф дважешя, выраженизго 
ураввешями (47) на стр. 41, гдф величина скоростн разна А, то 
тотда тодотрафъ будеть окружность круга, нифющаго центрь въ на- 
ч8яЪ координать и радуеь разный Ф. [в]. 

Годографь при двяжени точки М по какой бы то ни было кри- 
ой съ постояяною скоростью будеть хривою, расположенною ва сферё, 
зыфющей центрь вь началв координать в ращусь равный длин, 
изображающей величину скорости точки М. 
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Вь криводинейномь дважеши, выражаемомь уравнешями: 


| 
#=аь ун-ь 


тдф 8 есть отрицательная ведичина, нифющая изифревя скорости, 
выражения координать точен Я будуть сифдующия: 
на. [в], 
фи == [6] (8+2). 

Первое изь этихъ равенствь, незаключающее #, будеть уравненвнъ 
тодографа. Это крямая, параллельная осн У-овЪ и отстоящая оть 
инея на длину а. [6] по положительной оси Х-овъ. На черт. 76-иъ 
изображены: часть траэктори двнжешя начавшатося въ моменть # = 0 
в длина ОН,, изображающая величину и направлен!е скорости въ 
начальный моменть; прямая, проведенная оть точки Н. парачлельно 
положительной оси У-овъ будеть годотрафомь движешя. Зная видъ 
тодографа, легко опродфлить величину и направлен екоростя при 
хакомъ либо положени точки М, на траэктори; для этого надо изъ 
положешя М, провести касзтельную къ траэктори и изь О про- 
вести параллельный этой касательной радуеъ зекторь годографа, 
длина его ОН, изобразить величину скорости въ точк® М,. Вели- 
чина скорости въ высшей точкё М, нараболы изобразитея повтому 
дянною ОН,. 

При движенн точки выраженномь уразвненяыи (61) на стр. 64, 
координаты точекъ годографа выразятся такъ: 


25 = [6] а", ув [8] вм, 
уравнене же годотрафа будеть: 
а ун = [6] 39.....,.. (148) 
Это —равнобочная гинерболя, инфющан центръ въ начал координать 
и ассииитоты которой суть осн координать. На чертеж 77-мъ изобра- 
жены траокторя точки и тодографь екоростя. По ыБрф движеня 
точкн М по ея гиперболической траэктори въ сторану, указанную 


оперенною стрфлкою, точка Н движется по годографу въ сторому, 
указанную неопереняою стрёлкою. Ражусы векторы ОН, и ОН, 
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изображемють величины н направлен!я скоростей въ положешяхь М, 
и М, движущейся точки. 


Вь движени, выраженномь уравненяин (64) на стр. 56-Й, вы- 
ражен!я координать точекь годотрафа будуть: 


#н= |6] ав", 


с с 
Ян == [6] [+— ( = $) =] . 
Исключивь изъ этихъ двухъ уравнен!Й время, получимъ уравнене: 
+в Е 
Ян -+ 2 м =] 


прямой лини, пересфкающей положительную ось Х-озь въ точкЬ, 
вызющей абциссу 


7 са 
ОН, = [в] г... (149) 
я положительную 06ь У-овъ въ точ, иифющей ординату 
т с 
ОЙ, = [6] 5}... .. 950) 
притомъ прямал эта проходить черезъ точку Но, имфющую коорданаты: 
а. [9]. В 9. 

Тодографомъ движешя оть начальнаго момента ! — (0 до # = © 
служить только отрёзокь вышесказанной прямой оть точки ИН, 
(черт. 78} до переефченя прямой съ осью У-овъ. По иёр® двяже- 
я точки М, точка, описывающая тодотрафъ, переифщается оть Н» 
вь Н,„ Из чертежь проведены еще радусы векторы ОБ, в ОН, 
тодотрафа, изображающие велвчины и навравленя скорости въ М, 
{нанвыешей точк® тразнтор) я въ М.. 


Вь двишени по эялепеу, выражаемомь уравнешяхи (68) на 
стр. 58-й, координаты точекъ годотрафа выразятся такъ: 


ё 
2 = — [8]. г эт 2т 2, 


+ 
у= [6]. м 2 ов фр. 
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Уравнене годографа: 
2 а, 


#2 р 


Это—зяхипеъ, полуеен которахо 


А В 
а=[8] 8 у, $ = [6] 2" 7 


направлены по осямъ координать и воеь этоть элнипеь подобень 
залииеу, описываемону точкою Л (черт. 79). Величина скорости 
движущейся точки въ какомъ либо подожени ея изображается ра- 
дусожь векторомь ОН нараллельнымъ направлению движешя точки, 

Вь качеств послЗднато принфра возьмемь эдлиптическое движе- 
ве, выраженное формулами (82) и (83). Здфеь траэкторя выра- 
жается уравиещемь: 


?= 160086 


тд$ р==а (1—2'). Мы нашли слёдующия выраженя проектёй еко- 
рости на вси пноларныхь координать: 


$ 08 (8, а) =е у" эт... .. (85) 


9 сов (в, В = ук (12.208 6)... (84) 


Для полученя уравнены годотрафа, составныъ выражешя проек- 
31 скоростя на оси Х-овь и У-овь (черт. 80). Ось « еоставляеть 


т 
съ осяма Хиулы 61 (5 —*), оев же В составляеть съ 


2 
# 663 (ъ, Х) = 2 08 (0, а) с08 8—9 608 (в, В) зат 0, 


ниив углы (5 =) и 6; поэтому 


2 603 (и, У) = $ 668 (6, а) 8110 -- 9 сд (в, В) соз 6, 


то есть: 
2 603 (®, Х) =— УЕ 38, 


2 с0з (е, У} = УЕ {2-+с088). 
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Координаты точекъ годотрафа выразятся такъ: 


жи = — [ве у 818, 


== [6] УЕ (+6088), 
& уравнеше годографа будеть слёдующее: 
21н-+ (уз —вВ)? = В*, 


в-му. 


Это—уравнеше круга радуса В, центрь котораго находится на 
положительной оси У-овъ въ разстоящи ОС равномь еВ оть начала 
координать, Скорость въ вершни М, (черт. 80) изобравится ра- 
друсомъ вектороиъ ОЙ ‚величина которато равна В (1—6), а еко- 
рость въ вершин® М, изобразнтся ращусомъ векторомъ он,, рав- 
нымь В (1+2). 

$ 43. Вь криволинейномъ двнжен:и изифнаются и величина ско- ел называотся 
рости и ея направлене, поэтому узмьнещемь скорости вз теченёи рости въ теченщ 
капою либо промежутка времени отз момента &, д0 момента &, о 
называется геометрическая разность между скоростью ©, въ моменть {, нк въ Ериволя- 
н скоростью 9; въ моменть &, нли, вЪрнфе сказать, измфневтемь "®ЯОЖЬ двтже- 
Скорости называется скорость, изображаемая геометрическою разпостью 
длимъ, нзображающихь скорости 9, и 9,. 

Такъ какь скорости ©, н +, изображаются соотвфтственными рз- 
дИуезыи векторами ОН, и ОН, годографа, то нанфиеве скоростя въ 
течени промежутка времени (#, —&) изобразитея хордою Н,Н, 
тодографа. 

Еели къ скорости ©, геометрически придать скорость изображае- 
кую хордою Н,Н,, то шолучамь екорость ©. Скорость о, есть да- 
тональ нараллелограмиа, построеннаго на скорости $, н ив измфне- 
ши скорости, изображаемомь хордою ВН, Н.. 

$ 44. При дальнфйнихь разсужденяхь мы будемъ предполагать, 
370 скорость точки М изыфняется не вдругь, а мостеценно, такъ 
что, въ течеши весьиь малего промежутка времени оть # до #+8, 


г 
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скорость измВняется на весьма малую величину, предетавляемую 
весьма ивлою хордою ИН ,, соедикяющею на годограф® точки ЕН 
и Н,, воотавтетвующия моиентамь фи +8. 
Хора ИН, есть длина, скорость же, изображаеная ею, имфеть 
величия: НН 
ое „ (151) 
[6] 


При уменышени величины промежутка временк $ ипри прибдя- 
жен его къ нулю, точка М, приближается къ точк® Н и слёдо- 
вательно приближается къ нулю длина хорды НН,, ь направло- 
ие НН, приближается къ направленно касательной, проведенной 
къ тодографу изъ точки Н въ сторону движевя точки описы- 
вающей от? кривую (т. е. годографъ). Величина отношеня (151) 
приближается при этомъ къ нфкоторому конечному предфлу: 

1 . 
р [1% 
называемому величиною ускореня точки М в моментз г. 

Мы уже знаемъ, что въ предёл® можно замфнить безковечно ма- 
злую дугу—хордою ее стятивающею, или обратно (ем. стр. 46, 50}, 
а потому въ выражен (152) можемъ зам нить хорлу НН, дугою и, 


тодотрафа; елфдозательно 
| ЯН, | 
у 


коз те’ - (158) 


. 1 

воличвна ускореня == С] пред. о" 

Предетавимъ себф тецерь, зто одновременно съ движещемь точки М 

по ея криволинейной траэктори друзая точка вычерчиваеть тодо- 

трафь этого движешя. Но мфрь того, какъ гочка МГ переходить изъ 

положея М: , занимвемаго ею въ моменть #, въ положеще Мун, 

занимненое ею въ моженть ;+-8, точка, черзтящая зодорафе, пере- 

ходить ввъ позожешя И вь ноложеще Н.. Скорость оз точки, чер- 

тящея зодорафь, въ моменть & будеть имфть величину, выражаемую 
предфломъ: —. 
НН 


Эл == пред, [ э у 


а потюму величина ускорения точки М въмоменть # равяа: 


величина усворешя =[ (4... + (153) 
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Движущаяся точка М в5 какой либо момемть времени Е имтеть Величина уско- 
ускореще, равное дъленной на единицу времени скорости ток НЯ отр 
описывающей зодорарь. двяжени, 

Очевидно, что опредфленное такимъ образомъ уекореше криволи- 
нейнаго движен!я имфеть тв же изыфреня, какъ и усхореше прямо- 
зинейнаго дввжешя, то ебть, это есть длина, дфленная на квадрать 
вренени: 

Ускореше, выражаемое отношенемъ (153), ееть величина поло- 
жительная. 

Если точка М дважется но прямой лини ин движеше ея выра- 
жзетея уравнешемъ: 

= (8, 


то годографомъ этого движенйя будеть прямая же лишя, параллель- 
ная иряноливейной траэктори точки № и проходящая черезь на- 
чало координать. Разстояще точки Н оть начала координёть бу- 
деть равно 


#8 .. 
и = [8 
& скорость точки, описывающей годографь, будеть: 


С” 
= ан [6 


#3 
тд® знакъ плюеъ должень быть поставленъ тогда, когда > Г: 
а 


45 
знакъ мипусъ-тогда, кода ет < 09. 
Выражеше (158) даеть намъ слдующую величину ускорешя пря- 


молинейнато движешя: 
#3 


Ч’ 


что вполнё соглаено съ нолученнымъ вь $ 39 выражешемь уско- 
решя нрямолинейнаго дваженя. 
Ускоренно припясывають наяравлене, подразуифвая поль этамь Направеше 
ванразлене скорости точки описывающей годографь. зслорелы- 
Подобно скорости, ускорене изображають длиною, отложенною 
оть мфета точки М но ваправленню, параллельному скорости точки 
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описывающей годографь. Условимея обозвачать величину ускорешя 
и его ызправлеше таким знавомъ: 
. 
*. 

Длана, изображающая ускореще, должна уакь относиться къ еди- 

ниц длины, какъ изображаеное ускореню относится къ едянииь 


ускореня; поэтому длина, изображающая ускорене $, будеть равна: 


9]. (9 =. 6 


гдз [9] означаеть величину едяняцы длины. 

Изь веето еказаннаго въ этомь параграф® относительно ускоре- 
я видно, что ускореше можно охарактеризовать слфдующиии 
сноваии: 

Ускоренще есть величина, опредъляющая быстроту и направ- 
леше измънешя скорости зточки в разсматриваемый момента. 
Оно параллельно направлению скорости точки, описывающей 10д0- 
зрафь, и импеть величину, равную отнощеню этой скорости нз ейи- 
жиуь оромени. 

Для примфра опредфиняь величину и направлене ускорешя пря 
движенн точки по окружности круга радуса В сь постоянною ско- 
рюетью #. 

Мы уже зваомь, что въ этомь случа годографь есть кругъ ра- 
дуса №. [в], имфющей центромь начало координать. Въ этому надо 
прибавить, что радусь векторь ОН (черт. 81) годотрафа, соотнфт- 
ствующ положеню точки М на траэктори, нифеть направиене пер- 
пендикулярное кь радусу СМ и что поэтому ращусь векторъ годо- 
трафа равномфрно вращается въ сторону, эиааваимую пеоперенною 


етрёлкою, сь тою же самою угловою скоростью 2, съ какою врз- 


щветея рамусь СМ зовругь точки С. 
Изъ этого слёлуеть, что скорость ух равна 


Ё Г 
В. # [8] = в [6] 
и направлена перпендикулярно кь ОН я нараллельно МС, поэтону 
ускореше направлено отъ М по МС и пыфеть величниу т 
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Слёловательно, при движении зпочки сз постояниою скоростью  Величкна и ва- 
; . правнене уско- 

по окружности круа рафуса Е, ускореше ся направаено кз центру ревя при движе- 
опружноети и имет величину, равную отношеню квадрата ско- я ре. 
рости кз радусу окружности или, что то же самов, величину стью по окруж- 
произведензя квадрата, узловой скорости (радёуса движущейся точки) — "т" 
на длину рабуса. 

Пусть напринёрь В =0,5. [метрь]} м точка дфлаеть 100 оборо- 
товъ въ минуту по окружноети; въ этомь случа® угловая екорость 
радуса равна: 

2к, 100 1 _ 10,472 
60 [к]  [вк.| 


Величина скоростн. движущейся точки: 


[метрь] 


5,236 вк 


и величина ускореня: 

бр Г = пота}. 0,5. т = 
[нетрь] 
[сек. | ° 


= 54,831 
8 45. Производныя: 

Фан Фуа ал 

&#’ №’ 
суть выражешя проекщй на 06я Х, Ух & скорости ун точки, опи- 
сывающей годографь, поэтому косинусы угловь, составяяеныхь на- 
иравлещемь скороети 9я ми нараллельнымь ей изправленемъ уско- 
реня 5, зыразятея отношеняни: 


. Ян 
608 (@&, Х) = т 
, 
08 (8, У) =, 
з 
60 (в, 2) = к 


Но ян=2.. [6], м проч., поэтому 


Проевия  у0ко- 

решя на вепо- 

дВижныЯ оси 5о- 
орднать. 
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Жк са ‚ [в] ==”. [6] а [8] 


и еталю быть 2х 


С Г (6, Х=щ, 


а тавъ какъ отношене он: [#] есть величина ускоревя, 10 волу- 
чавмъ слфдующя форнулы: 


2 608 (2, хХ)= = 

Юз ® Я 

Фив ФУ АИ |. .... 158) 
= 


Эти формулы, аналогачныя формуланъ (93) стр. 70-й (для ©ко- 
рости), выражають, что ироекщи ускоренёя на оси координате вы- 
ражаются яроизводнымн второю порядка по времени отз соотвтт- 
ственныть коодинать точки в что проекшя ускоретя ма которую 
либо изь осей координать равняется ускореню нроекщи точки на 
ту же ось. 

По настоящему, слфдовало бы говорить: „проекшя длины, изоб- 
ражающей ускореше, ив ось Х-овъ” и тогда слёдовало бы писать 
формулы (154) такъ: 


6. в (о, = р, 


мо для краткости выражаются такъ, кахъ сказано выше, употребляя 
выражене „кроекшя ускорешя“, подобмо тому, канъ употребляють 
выражене: „проекшя скороети“. 

Иын въ виду, ч10 подъ ускоревемъ $ мы поминаемь ведичину 
ноложительную, и что сумма квадратовь косинусовъ угловь, состав- 
ляемыхь какимь бы то мн было нанравлещемь съ осями Х, У, И 
равна единицё, изъ формуль {154) получныъ: 


=) +). 059) 
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Представимь ускорешя точекь М., М,, М,, т. е. величины 2”, 
$", 2’ длинами: 
д". [6], у". |6], =". |8, 


отложенными оть мфств точки М параллельно осямь координать, 
причемь, напримфръ, длину &’. [6]* надо провести параллельное ю- 
ложительной оси Х-окъ, если 2” 0, и параллельно отрицательной 
оеи Х-овь, если 7 < 0. 

Если иё этихь ддинахъ, какъ на ребрахъ, построимт прямоуголь- 
ный параллелопипедь, то, какъ видно изъ формулъ (154) и (155), 
длагональ его, проведенная изъ точки М въ противоположную вер- 
шину, ивобразить величвну и направлеше ускорешя г. 

Вь тёхь случаях, когда точка М движется въ плоскости ХУ, 
такь что 2 веетда = 0, формулы (154) и (155) праведутея въ слё- 
дующимъ: 


2 05 (2, Х)= р 
. (156) 
. . . . 2 
2 0х (г, Уу= аз (в, Х) = ро ] 
И у . 
=-у Де: у. ‚ (©) ..... (8) 


Ускореше $ в случаяхь дважешя точки по плоскости ХУ изо- 
бразитея щагональю прямоугольника, построеннаго в& длинахь 
д’. [6]°, у’. (6, парахиельныхь осямъ Х-овъ в У-овъ, проведен- 
ныхь изь точки М. 

Примпчаще. Мы зиаемъ, что скорость © во веякомъ случа® 


5 
выражается абоолютною зеличиною производной —=‚— (если 


$ —=/(1) есть уравнеше движения), будеть ли двнжене точкя 
прямолинейное или криволинейное. (Относительно ускореня 
должно замфтить, что зола его вырежается абеолютною ве- 


личияою производной - во вофхъ точкахь тразкторйн только 
пр 


— 

пря прямолинейномь движени; юры ириволинейном движещи 
4? 

ускорете, вообще зоворя, че равняется 9. › 3 искаюче- 


ем» некоторыхе особенныхе точень трактор. Это обстоя- 
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тельетво будеть подробно разъяснено въ курев теоретической 
механики; теперь же мы обращаемь н& него внимая и, для 
прииёра, указываемь на приведенное въ мастоящемь прии#рь 
движене съ поетоянною скоростью по овружноети, въ хоторонъ 


8 = и потоиу р —=0, между тВыъ какь ускореше не равно 
вулю. 
Приыфнимъ сказанное къ опредфленйо величины я направленя 
ускорешя въ движен!яхъ, приведенныхь въ 88 18 в 42. 
Вь движени, выраженномь уравненами: 
сё 
#=аф у=№- =, 
проекщи ускорешя на оси Х-овь и У-овъ будуть: 
2" =0, =, 
елФдовательно, ускоренше имфеть постояняую величину с и направлено 


нараллельно положительной оси У-овъ. 
Вь двяжени, выражаемомь уравнешилня (61) на стр, 54, т. е. 


+ 
в ее (61) 
й 


тв 


суть координаты упомияутой на страннц® 55-й точен О,. 
Изь этого сяфдуеть, что 


=. 0,М, 
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т. е., что ускореше пропоршонально разетояяйо точки М отьточки О, 
и 410 


605 (г, Х) = ще в (0,М.Х), 


608 (2. У) = 


08 (0,М, У), 


т.е., что ускорене канравлено по продолжено радёуса вектора ОМ. 
Въ движенш, зыраженномъ уравненями (64) на стр. 56-й, про- 
екщи ускоревя суть: 
2" == — ад", 


. (158) 


= (8 + пре, 


или, ТаКЪ ЕВКЬ 


то проекщи ускорешя на оси Х и У можно еще выразить такъ: 
2 сз <, Х) = — #1 са (в, Х) | 
$ 603 (©, У) = — #9 008 (в, У) + (| у 
Изъ выражен (158) слёдуеть, что 


ув, х=Ь— 

т. е., что ускореше иметь постоянное т права Такъ в сл№до- 
зало ожидать; въ еамомъ дёлф, въ $42 было показано, что ВЪ этомъ 
движени тодографъ есть прямая, наклоненная къ оси Х-овь подъ 
утяомъ, тантенсъ котораго ревень найдевному сейчаеъ отношеню. 

Равенства (159) выражають, что ускореше $ веть дзагональ п%- 
реллелограмив, построеннаго на ускорена с, нареллельномъ положя- 
тельной оси У-овъ, и на ускорени #, противоноложномь направлению 
скорости. 

Вь движешв по эллипеу, выраженномь уравнещяни (68) на 
стр. 58-й, проекшн ускореня вуть: 


. . 59) 


ей 


4? + 
= — ТА Эк 


3. Вобылокь и 
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4 5. + 
у =— ра Ва р, 
или, что 10 же самое: 
41% 


208 (, Х=— + *, 
. . д 
$ 608 (9, у)=— . 
Отсюда слФдуеть, что 
(4 
9 =. ОМ, 
208 (®, Хх} =—пи= — 008 (бИ, Х), 
208 (в, У) ==ж=- 08 (ОМ, У), 


т. е., 410 ускореше пропорщонально резсгояню точки оть начала 
коордянать и направлено къ началу координать, 

Возьмемъ теперь движене еъ постояяною скоростью # по винто- 
вой лини, выражаеное такъ: 


= В 008 (== Е 608 =}, 


у= Взт (== # 608 а), 


я = $4с08а, 
=, 
гдз й—диинь шагв винта, равная 
й == В со а. 


Преекщи ускорешя ма оси координать здфсь будуть: 
аа Г . [2 
2 — — 47 ди 608 я 608 (Ише), 
4? . [а 
= — 4 = 209? 5 В 8% (== $ «), 
д' = 0, 
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или, чт0 т0 же самое: 


- - Я 
Р 608 (г, Х)=— “ре 2, 
. . 20% 
# 605 (®, у) =—№ р у. 


2 08 ($, 2) =0, 


Отеюда слёдуеть, что въ этомъ движени ускореве имфеть ве- 
лячину: 


потому что Уз? 2 у? == Д, и чю 


086, Х) =— 1, 8 У) =, 086,2) =6% 


т. е., что ускореве напревлено оть точки М по направленю пер- 
пендикулярному къ осв 2-овъ. 


2 

Между прочимъ замфтимь, что здёеь и =0, ускореше же 
не равно нулю (ем. принфчаше выше). 

$ 46. Въ нареграфВ 18-мъ мы составили выражешя проекой 
скорости точки, движущейся по плоской кривой, на оси поляр- 
ныхь координать. Составимъ телерь выражена проекцй ускоревшя 
на тВ же осп. 

Постулая такъ же, какъ вь $ 19-мъ, составимъ вырежешя: 


$08 (6, «) =2008 ($, Х) 008 (а, Х) + #403(0. У)с0з (а, У), 


208 (6, В) = 9003 ($, Х)ео8 (в, Ху 9008 (8, У) с0з (В, У). 


Такъ какъ: 


гв8 (а, Х)= 5, из (а, УТ, 
вн, Х=—#, 608 (В, у)=>, 
ы ВЕ 
9608 (с, деи, 
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жу"— и 


208 (2. = 5 


Можно преобразовать эти выраженя въ тая, которыя будуть з4- 
Елючать р, 6 н нхь производныя по # ие выше вторыхъ; для этого 
зозьмемь производныя по # оть обфихъ частей равенствъ: 


р’ =’ уу 
97 =жу' — уд". 
полученныхь вь 6 19 н приведенныхь ва етр. 60-й. Получимъ: 
рей ("= да" + уу" + (2) + 9, 
8 (216) 
@ 


= ху р ух". 
Такъ какъ велёдотые выражешя (77) стр. 61-й: 
(ее ур (6). 


то 
в" и р, 
р 
а (02° #') 
р Р ® ’ 
Проэвщи усво- & потому: 
рр шоардр. . (о 48 \* 
латъ, фоне) = ев (91) 
Г, 98 ... 80) 
. - 1 Ч | ы “р 
в 608 ($, 3) = — ——^ 


Ускорене пзобразится ДМагокалью прямоугольника, построеннаго нё 
его проектляхь на осн хи В. 

По этихь формузань опредфлямъ величнны и направлевя уеко- 
ренйй въ елфдующихь движемяхъ. 

Въ движени по погариомической спирали, выраженномь урав- 
мешями (80) на стр. 69-й: 


р = Ае", же, ен . (80) 
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проекщи ускорешя ма оси х и В выразятся такъ: 


2 оз (6. @&) == р | %#)- 


. . 4 
8 605 (8, 8} = т. 
Величина ускоренйя выражается такъ: 


р т: 


& тантенсъ угла, составляемаго направленемъ ускорешя СЪ 06ЬЮ а, 
выразится тавъ: 


изъ формуль же (81) стр. 63-Й видно, что 
: 2 
нор» 
поэтому 
_Э49 (в, < . 
в у, 


Слфдонательно, ускореше пропорщонально разетоянйю точки отъ 
полюса и направлене его составляеть съ осью а уготь вдвое больший 
угла, составляемаго съ нею скоростью. Притомъ 


. #26 
2 08 (ь, а) ^ 


Вь движени, выраженномъ уравненями (82) и (83), въ вото- 
ромь проекщи скорости ив оси В и « выражаются формулами (84) 
и (85) стр. 65-Й, а именно сяфдующими: 


Ив. 
р Ур тв, инь + (85) 


.% = У, ........ 89 
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производная зтораго порядка, оть р по # выразится такъ: 


® 5 
р ти В . 


ай ЯР 
& потому проевшя ускорешя на ось @ будеть: 
ы ы 6088 
# 08 (#, а} = 008" ВВ; 


з 
р Р 
но такъ какъ 


то 


Изь формулы (84)-й видно, что 
% 
2" щ= Ум 


и поэтому проекшя ускореншя на ось В-въ этомъ движеви равна нулю. 

СОзвдовательно, при этомъ движеши ускорене направлено къ по- 
люсу О и обратно пропорцюнально квадрату разстоявйя точки оть 
полюса, 


УП. Ускорешя точекъ тиердаго тфла, движущагося па- 
раллельно неподвижной плоскости или поступательно. 


$47. Вь $ 27-мь мы разематривали одновременных скорости, 
которыми обладають разныя точки твердаго тёла, длвижущагося на- 
раллельно неподвижной плоскости. Въ настоящемъ параграфв мы 
раземотримъ ускорешя, которыя имфють разныя точки твердаго тёла 
при такомъ движени, 

Вь $ 27 мы нашли, что при такомь движени твердаго твёла. 
производныя но # координать 2 и у какой либо точки 9 тёла вы- 
ражаютея слёдующимь образомъ: 

4х 


(.... а 
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Взявъ производныя оть обфихь частей этихъ равенствь по #, нолу- 
зимъ слфдуюлия выражешя дял проек ускорешя № той же точкн 
на 0 Х н У: 

4 о . В и 

ре тов, Ха", (У — У») —(у— у») 

Фу _. . „ , и , 
= 9 008, У) =Уь (7—9 + (2 — 2ь) 9"; 


замфинвъ же эдфсь разности (2—2) м (У-— У») ихь выраженямя 
въ э', получаемыми изъ (111), будемъ имзть слфдующёя выражена: 


обе, Ха (вы 9—9 | (16) 
вов, У) уу» + (вы). 


Разсматравая эти выражешя, мы замфчаемъ, что вторыя части Усхорениточекь 


твха, 

ихъ заклюзають три групвы членовь: ао пл. 

А) Проекщи ускоренёя точен Ю, т. в, 27°, У, ею епох. 
В) Члены, заключающще квадрать угловой окоростн а". ств, 


С) Члены, заключающие вторую производную 3. 

Такь какъ (2-—л,) и (у— У») суть проекщн на осн Хи У ра- 
уса вектора р, проведеннато нзь точкн Ю кь проекфи разематри- 
ваемой точки % н& плоскоеть ХУ (мы можемь даже нредполатать, 
что разсиатриваемь ускореня точенъ тфла, заключающихся въ пнос- 
костн ХУ), то члены (В) можно представнть такъ: 


— (9 08 (р, Х))  — (908, У), 


нодразум®вая подъ направлещемъ р направлене, проведенное язъ Ю 
кь проекщи точки 9 на плоскость ХУ. 

Произведене р (2’)” имфегь изибреня ускорешя, т. е. 910 еСТБ Центростреия- 

длина, помножениая на квадрать угловой скорости; поотому члены (В) о поло 
суть нроекщи на осн координать Х и У ускореня, равнато р (5))* 
и направленнаго протнаоположно направленно р. Эмо ускоренй, 
проведенное изв точки №, направлено хз точкь Ю и равно ироиз- 
ведению изз длины ЮЧЯ на квадрате узловой скорости; оно назы- 
вается ускорещемз центростремительнымз кз осн ЮГ. 

Производная второго порядьа по # оть о называется умовыме Угловое ускоре- 
ускорещемь плоской нензифияемой фигуры млн твердаго твла, движ 


Врещахольное 
усвореше. 
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щатося параллельно неподвижной плоскости. Такъ какъ уголъэ и диф- 
ференщаль эго изифряетея отвлеченнымь чиеломь (т. ©. отношенемъ 
й 


ГА : 
дуси кь радуусу), то р имфеть измфрене отвлечениато числа, д%- 


лениаго на квадрать времени, а елфдовательно: 
единица угловаго уекорения — 5 . 
Напринфръ, если угловая скороеть равномфрно возрастаеть оть 
величины равной нулю, до зеличены, соотефтствующей 100 оборо- 
тамъ въ минуту, т. е. величины: 
10,412 
[сек.| 
м если это возрастане совершалоеь въ течени 10 секундь, то вехи- 
чина угловаго ускореня равна: 
1,0472 
в. ° 


Нроизведеме изъ угловаго ускореня на длнну имфеть измфреня 
линейнаго ускореня; тавя изифремя имфють произведен: 


— (9—1), (#2). 


Сравнивь эти произведен:я съ зыражешями проекшй вращатель- 
мой скороети точки 9% вокругь №, т. е. съ произведенями: 


— (9 —1.)9, (9—5), 

мы заыфтимъ, что первыя отличаются оть послфдинхь только зам}- 
ною угловой скорости э’ — угловымь ускорещемь 5’; а потому мы 
вправф заключить, что члены (С) суть нроекщи маосн ХиУ уско- 
реня, равнаго рз’и маправлениаго перниндикулярно въ радусу век- 
тору ЮЖ (слфва на право, если э” положительное и справа на 
л$во— въ противноиь случа). Это ускорен!е называется вращатель- 
ным ускорещень точки Я вокрув си ЮГ. 

Такъ вакъ 80 вторыхь частяхь равенствь (162) заключаются 
суммы нроекцй этнхъ трехъ ускорешй на оби Х и У, то мы ви- 
димъ, что ускореше точки Я ивердао пла, движущитося зарал- 
дедино неподвижной плоскости, ножеть быть разсматриваено, какз 
зеометрическая сумма трель ускорени!. ускорешя точки Ю, уско- 
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решя центростуемительнаюо кз оси ЮГ и ускоремя вращатель- 
назо вокруз этой оби. 

$ 48. Разсматривая скорости точекъ твердаго тёла, движущагося 
параллельно неподвижной изоскости, мы показали, что всегда най- 
дется прямая, перпендивулярная плоскости, скорости точекъ которой 
равны нулю; точка пересфчешя этой прямой съ илоскостью ХУ есть 
мановенный центуз скоростей для разсматриваенаго момента. 

'Разематривая теперь ускореня точекъ твердаго тёла, двежуща- 
тося параллельно плоскости ХУ, мы можемъ замфтить, что веегда 
найдется прямая, лериендикулярная къ этой плоскости, точки кото- 
рой иизють ускоремя равныя кулю. Координаты 2, , у», слВд8 этой 
прамой па плоскости ХУ, опредФлятся изъ уравненй: 


аи, — (а — в.) @)1— ( — 9.) 
Оу фо 9) ое (о а) 
Точка эта называется мановеннымх центром ускорений. 


Вычия нервое равенство (163) изъ пернаго равенства (162) и 
второе изъ второго, получимъ: 

2 608 (в, Х) = —(#—т) 6')*— (ую) И 
. . 
10 608 (в, У) = —(у—4%) (9' + (2—4) 96) 

Эти выражешя показывають, что ускореня встез точекз этвер- 
910 тпла, денжущеося параллельно неподвижной плоскости, еда- 
заются ‘изз центростремительнытз ускорен р, ()?, направлен- 
ныхё кз оси, проведенной черезз мановенный центрь ускоремй па- 
„раллельно оси -0вв и изз вращательные ускоренй 0,9“ вокру 
пой же оси, гдЪ р, есть разстояще точки 9% оть этой оси. 

Такь какъ всё точки твердаго тфла, находялияся на одной пря- 
мой, перпендикулярной къ плоскости ХУ, совертають одинаковыя 
движен!я нараллельно этой плоскости, то не только скорости такихъ 
точекъ равны и нараллельны между собою, но также и ускорен!Я ихъ; 
поэтому мы ограничимся разсмотрщемь ускоронёй точекъ твердаго 
тёла, заключающихея ВЪ плосковти ХУ. ФВозьмемь дв кашя либо 
тавя точка 9%, и 97,; пусть Д будеть мсиовенный центрь уекоренй 
(черт. 82). Если %},.4, я 957, В, будуть представлять величины 
центростремительнаге и вращательнаго ускорешй: 


Ц. (>), ЦИ, 


.. 468) 


Мгновенный 
отр 
рен. 
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точки 91,, то полное ускорев{е этой точки будеть изображаться да- 


хональю прямоугольника, построеннаго на длинахь №, 4, и %, В, 
Ускореше это будеть имфть величину: 


ДИ, У +о...... (165) 
и направлене его будеть составлять съ изправлещемь %, Д{ уголь, 


тантенсь котораго равенъ: и 
Е 


(" .. 
Точно также найдемъ, что ускореше точки 1, имфеть величиву: 
Ци, УбУо,...... (6) 


а направлеве его составляеть съ направленемь %, Ц уголь, тан- 
тенсъ которато выраждется тёмъ же отношешемъ (166), какъ и для 
точив %,. 

Такимь образомъ мы заключимь, что ускорешя вефхь точекъ 
плоской неизмфняемой фигуры одинаково наклонены къ ражусаиъ, 
соединяющимь эти точки съ мтновеннымь центромъ ускоренёй, и что 
отношеня величинъ ускорешй разныхъ точекь къ соотвфтственнымь 
разстоящяиъ равняютея величин*: 


Найдень положеше мтновеннато центра уекоренй въ двяжент 
эвлиитическаго пиркуля. 
Здфеь: 


еее, . (466) 


# . 
2» = В 608 Эп 773 9 = Ват ат, 
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поэтому изъ уравненй (163) въ этомъ случа® получатся слфдующя 
величины для координать центра ускореня: 


2 = 0, фр =0, 


Сяфдоватедьно, мгновенный дентрь маходител постоянно въ нз- 
чал координать. 

Такъ какъ 9’—0, то уекорешя вефхъ точекъ плоской движу- 
щейся фигуры направлены къ иёзалу координать и вежичины ихъ 
равны 

4? 
. ТТ . 
тд 0% есть разетоянйе точки оть начала координать. 

8 49. Если твердое тёло движется поступательно, то одновремен- 

зыя ускореня вофкъ его точекъ равны к параллельны между собою. 


УШ. Уокорен1е относительнаго движенья точки по отно- 
енню въ движущейся неизизняемой сред®. 


8 50. Возвращаемея снова къ относнтельному дзиженно ифко- 
торой точки М по отношению къ изкоторой неизнфняемой движу- 
щейся сред». 

Оть относительной скорости переходимъ къ ускорению отноен- 
лтельназо движженя такамъ же образомъ, какъ перешли оть абеолют- 
ной скорости къ ускорению абсолютивго движешя. 

Зее, что было сказано въ глав УТ объ ускорешн эбеолютваго 
движеня и о проекщяхь его на веподважныя осн Х, У, 7, при- 
мняется, слово въ слово, къ ускоренно относительнаго движешя и 
къ проектямъ его на осн #, Г, 7. Поэтому, говоря объ ускорения 
отиосительнато движеня, мы будемь выражаться короче, такъ вакъ 
иначе пришлось бы нозторять все сказанное въ гиавв УТ-Й. 

Для краткости будемь говорить: „относительное ускореше“, выёето: 
»ускорене относительнато движеня“. 

Относительное ускореве есть ведичниа, присущая всякому такому 
относительноху дввженю точки М по отнощенйю къ движущейся 
нензм&каемой средф, при которомъ относительная скорость точки м 
ивифнлеть ностепенно свою везичину или заяравдеме но отноше- 
ий вз неизиюмяемой средъ, вли 10 и другое высот. 
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Годографь с5о-  Предетавимь себф, зто построенъ 10д0%04ё скорости относи- 
т тие. ЗеЛЬНЛО движетя, ращусы векторы точекъ которато, проведенные 
ви. оть точки Ю мейзыфняеной среды, равны и параллельны длинамъ, 
изображающимь относительную скороеть. 
Цуеть ©” есть точка тодографа относительной скорости, еоотвфт- 
ствующая моменту #. Относительныя координаты этой точки 0`равны 
проекщямь хнины ЮО на оси Я, т, И. Длина Юб равна в. [5], 
а направлене ЙО’ караллельно направлению и относительной ско- 
рости. Поэтому относительныя координаты точки (7 будуть равны: 


Ее = [8] м 608 (м, =), 
ще == [в] м 008 (в, Т), 
би == [6] 4 с (и, 7). 


Проекши эже отмосительной скороетн % на оси =, №, 2 но фор- 
муламъ (125) стр. 104 выражаются производными по времени оть отно- 
сительныхь координать &ы, Пи, бы точки М; поэтому координаты 
точки С’ выразятея такъ: 


ь-Ы. 
Г | 

дЕ= [9] еее но + (168) 
(19 

= [8]. ар 


Ускорене отю-  Опред®лене относвтельнаго ускоремя, какъ пояящя, слёдующее: 
Читеьнао АВК Ведичина относительшио ускореня равцяется Оъленной на еди- 
ницу сренени величин относительной скорости точки (7, чертя- 
щей в5 неизмьняемой средь зодозриирз относительной скорости. 
Направлене, которое импеть относительная скорость этой 
точки 0, принимается за направаеше относительнало ускоревя. 
Относительное ускореше инфеть 1% же самыя изифрешя, как 
имфеть ускорен!е абсолютнаго движеня и измфряется тВни же самыми 
единицами. Подобно абсолютному, относнтельное ускорене изобра- 
кается длиною, отложенною оть ноложешя движущейся точки М 
по направлению относительнато ускорен и заключащею въ еб 
столько единиць длины и частей ея, сколько въ изображаемонмъ уско- 
рени заключается единиць ускореня и частей ея. 


— 118 — 


Величину и направлене относнтельнаго ускорешя какой либо 
движущейся точки условимся обозначать тою же самою буквою, ка- 
кою обозначали величину и направлене относвтельной скорости ея, 
но съ точкою надъ буквою; если относительную скорость мы 060з- 


. 
назаля буквою #, то относительное уекореше обозначимь такъ: м. 

Изъ веего еказаннаго слфдуеть, что проекши относительнаго уско- 
реня на оси #, Ти С выразятся такъ: 


. . Е 

4 608 (и, Я) = вы , 

. . . 

и 608 (и, хи роет « (169) 
` . ый 

и 603 (и, 2)= и . 


Величина относительнаго ускоренщя: 
к У ОР-а,Я .. . 010) 


Аналогично формуламь (128) $ 81-го, можемь прямо написать 
выраженя  проектйй относительнаго ускорешя на неподвижныя 
оси Х, У, 2. 

# 608 (&, Х) = Ни А, ив, -- иж 
Я 08 (и, У) в + ыы |. (1) 
#08 (и, РА, ры, = Ми 


$ 51. Въглавё Ш-Й было доказано, что скорость» абеолютнаго 
двнжен1я какой либо точки Месть геометрическая сумма скорости и 
относительнато движеня ея, по отнотеншю къ какой либо движу- 
щейся неизыфняемой средЪ, со скоростью той точки среды, еъ ко- 
торою точка М совпадаеть, т, е., что: 


отсюда: 


т. е. скорость относительная есть геометрическая развость между 
скоростью. абсолютнаго и скоростью переноснаго движеня. 
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Вь тёхь случвяхь, кофа нензмъняемая среда движется посту- 
зательно, нодобная же зависимость существуеть и между ускоре- 
эаямн движен:й абсолютнаго, относительнаго и переиоенаго, 

Вь самомь дёлв, если мемзифняемая среда движется поступа- 
тельно н оси &, Г, Х проведены нараллельно осям Х, Ун 2, 
то относительныя координаты точки М выразятея разностями абео- 
лютныхь координать точки М н точвя Ю: 


фи = Шу, 


& ноэтому: 


п ние, 19) 

"и = #"„— 8". 
Такъ какъ мейзмфняеная среда движется поетупательно, то уско- 
реня вофхъ точекъ ея равны н парахлельны между собою, поэтому 


. 
ускорене 0 той точки нензыфняемой среды, съ которою совпадаеть 
точка М въ разсматриваеный моменть, равно и параллельно уеко- 


реню %, точки Ю. Равенетва же (172) выражають , что 


И, 
поэтому 
фени + (113) 
Нли _ _. _ 
РЕНИ уе. : (114) 


В . м 
Зависямость ж-  Уекореню № той точки неизыфняемой среды, съ которою точка М 
ПАМи . 
А отииньют бОВНВДАетЬ въ роснатриваемый моменть, есть ускорене нереноснаю 
НЫ дечикемя. Слфдовательно, если неиамюняемая среда движется по- 
при поступатедь СИупательно, то ускореше абсолютно двнженщя какой либо точ- 
НОМЪ ДВИЖЕН!Е 7 В 
жен нжи М есть дизональ паразлелоцима, построеннио на ускорени 
среды. относительно движеня точки М по отношению кз топ средь 


и на ускорена переноснио движенщя. 
$ 52. Если нензифняемая среда движется не ностуиательно, то 


— 115 — 


зависимость между ускорешяме абсохютнымъ и относнтельнымь услож- 
нзется противу той, которая существуеть при постунательномь дви- 
жени неизызняемой среды. Мы опредёлимъ эдфсь эту зависимость 
для тёхъ случаевъ, когда среда движется параллельно плоскости ХУ, 
а точка М движется въ этой плоскости. 


Для опредфленя этой зависимости, возьмемъ производныя второго по- 
рядка # оть сяёдующихь уравневай преобразован1я координатъ: 

Ши = Ж„-НЁ 608 9 — Чит э 

Ух = Ур-Н ЗВ 9-Н Хи 608 9, 
тд уголь э, координаты точки Ю и координаты точки М, какъ 


абеолютныя, такъ и относительных, суть функыи вренени, 
Подучимь: 


ды = Вы 608 9—8 9—2 (Е 'ы 5 ЭН Ти 608 9)" + 

Ню — (Як — 2) (97 — (ух). (145, а) 
ты = Риз 9 ть 605 ЭН 8 (#605 9—1 и 38% 9) э'-- 

Ню (ую) (и — 2, 9, ; (15) 
тдЪ члены, заключающие квадрать угловой скорости ин угловое уско- 
реше, уже преобразованы такимъ же образомъ, какъ въ $ 47-мЪ. 

Раземотримь полученных равенства (175,2) и (175,5). 

Первыя части ихъ выражають проекщи на оси Х-овъ и У-овъ 
абеолютнаго ускорешя $ точки М. 

Сумыы первыхь двучленовь вгорыхь частей выражають проеки 
на оси Х-овь и У-овЪ относительнаго уекорешя % токи М; въ 
самомъ дл: 

Я, 608 9—] ит а= 
= #008 (и, 2) 608 (Е, Х)-- # 208 (а, №) 03 (У, Х) = 
и 208 (и, Х) 0 ... . (18, 
точно такь же: 
т 9+ ы 08 9 и 608 (и,У).. . (116,6) 
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За этимя членами стоять слбдуюпця выраженя: 
—2 (Еизтэ-+ тн 208 9) 9', 
8 (2 608 3— Ти 58 9] 9; 


такъ какъ и, Чы суть проекщра относательной скорости и на оса Е 
ит, & вифстВ съ тёыь; 


зв э = вз (=, Т). 09 2 == с05 (У, У) 
08 9 — 608 (Я, Х), — 81% э = 608 (У, Х), 
то эти выражешя равны соотвфуственно: 
—Зэ'и 003 (и, У), 29’ и с0з (и, Х)... (1 


Чтобы объяснять обозначене этихъ выражен:й, составимъ выра- 
жешя проевий на оси Х и У вращательной (вокругь Ю)} скорости 
той точки нензмфняемой среды, въ которой, въ разсматриваемый 
моменть, находится точка И, чертащья годографъь относительнаго 
длиженя, 

Такъ какъ угловая скорость среды есть 2’, разности же между 2060- 
лютными координатами точекь Ги ДЛ) (т. е. проекщи на оси Х 
и У ралуса вектора ЮСБ) равняются: 


[6] и сов (и, Х), [в] и с08 (и, У), 


то проевиля вращательной скорости сказанной точки (по формулам (108) 
стр. 79) на оев Х ни У ревны: 


— [6]. э' и 008 (и, У). [в]. 2’ и 003 (и, Х); 


есля раздфлить эти величины, имиющия изнюреня скорости, н% 
величину [6] единицы времени, то получимъ величины, ямфюлуя 
изифреня ускоревя. Сравнявъ эти величины съ выраженями (177), 
мы заключиыь, что поелёдня суть проекщи на оси Х-овь и У-овЪ 
ускореня, эзображаемато длиною вдвое большею той длины, которая 
изображаеть вращательную скорость точки среды, съ которою совиа- 
деть точка 17. 

Вь механик$ теоретической и прикладной нерфдко приходится 
пользоваться формулами, въ которых проекойи зышесказаннаго уско- 
рен!я входать преимущественно съ отрицательными знаками; поэтому 
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принято. обозначать оеобымь наименовашемь не то ускореше, о ко- 
торомъ сейчась говорили, но прямопротввоволожное ему. Это-то уско- 
реше и называется яоворотнымз ускорещемнь, 

Поворотнымз ускорешемь называется ускорене равное и пря- 
мопротивоположное удвоенной и дъленной на единицу оремени вра- 
цазпельной скорости (вокрузь Ю)} той точки неизмпияемой среды, съ 
хоторою вв разсматриввеный моментз времени совпадаетз точка (7, 
чертищая относительный юдорафв. 

Величину и направлев!е поворотнаго ускореня условимся 0603- 
начать знавомь #: 


1 сз (1, ХВ исоз (и, У) | 
1008 (У) = 99‘ и о0з (и, Х) | 
Велизина поворотнаго ускорен!я равна 


.. (78) 


А =ажи, 


направлен:е же его перпендикулярно къ иаправленю скорости отно- 
сительнаго движен!я; сторона, куда направлено поворотное ускорене, 
опредфляется по слфдующему правилу: наблюдателю, стоящему но- 
тами въ Ю, головою по направлению положительной оеи 2., ебли 
2'’>0, вли по направлению отрицательной оси 7, если э'< 0; и 
енотрящему на точку №, поворотное ускореше будеть казатьея ма- 
правленнымь справо на ло. 

Совокупноеть посяфднахь трехъ членовь въ каждомь изъ ра- 
венствъ (175,0) и (175,5) выражаеть, какъ навфетно изъ предыду- 
щей главы, проекщн ускореня © той точки среды, еъ которою въ 
разематриваемый моменть совпадаеть точка №. Это—ускореше пе- 
реноснаго движен!я. 

'Изь всего сказаннато зд®есь видно, что: 


# 608 (2, Х) = Ж 08 (и, Хи (и, Х) —# 008 (А, Хх) 
# 603 (2. У) = и 08 (#. Уи 608 ( У) 608 (4, У), 


то есть, что ускореще абсолютно движенея точки М (дви- 


Поворотное 
ускореше. 


Зависимость ме- 


жду усворешяма 

жущейся вз плоскости ХУ) есть звометрическая сумма трех збеолютныйъ, 

я относятельнымъ. 
ускорение: переносных 


1) Отноеншиельнаго уекорензя точки М в относитедьломь дви- 
Д. Вобыхонъ. 32 


поворотным. 
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жены ея по отношению кз какой либо неизмпияеной средъ, дви- 
жущейся параллельно плоскости ХУ. 

2} Ускорещя переносное, т. е. ускоремя той почки неша- 
мпняемой среды, сз которою е5 разснатриваемый моменть совта- 
даеть точка М. 

3) Успорешя равнаю и прямопротивоположнао поворотному. 

Обратно: 


_ > . 
" Аи, 


т. е. ускоране относительнаго дважевя равняется геометрической 
разностя между ускорешяки абеолютнымь и переноенымь только 
въ томъ случаВ, когда равно нулю поворотное ускоренйе; если по- 
слёдное не равно нулю, то его надо геометричееки приложить къ 
вышесказанной теометрической разности, чтобы получить ускореше 
относительное. 

Поворотное ускореше будеть нуль либо тогда, когда относитель- 
ная скорость равна нулю, либо тогда, когда угловая скорость равна 
нулю. 

Опредфлинъ вс$ эти четыре ускорейя при нфкоторыхь девже- 
вяхь, приведенныхь въ $ 29-мъ. 

Вь примзрё 4-мъ стр. 99, гдВ абеолютное движене точкн М 
совершается равномфрно по оси Х со скоростью «, а неизифияемая 
вреда вращается съ постоянною угловою скоростью (— ®) зокругь 
сен 02, ускорашю абсолютнато движеня точки М равно нулю и 
утховое ускореше неизыфнленой срады равно нулю. Относительное 
двяжеше точки М выражается уравненями: 


= 24005 ФЁ, == аЁ 8 оф. 


Относительная скорость можеть быть опредёлена по нижесявлу- 
ющимъ формуламъ въ проекшяхъ ея на оси 8, Г 


Е = 608 вЁ — вай зе 5 
 =2 8 оЁ-+ 694 608 @Ё, 
или по елфлующамь формуламь въ проэкщяхь ея на и Хи У 


и 603 (и, Х) =а 
и 208 (и, У) = шаё, 
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или кань дагональ параплелограмма, построевнаго на скороеги @ (МА, 
черт. 83) абоолютнаго двяжешя и на скорости (шаё) (МВ, черт. 83), 
противоположной ©корости нереноснаго дваженя. Относительная ско- 
ость на чертежВ изобразитея длиною 2ГО. 

Такъ какъ 2'ь=0, уши э°=0, то переносное ускораше 
равно ®*аё в направлено оть М къ Ю. На чертежВ 83 ускореше 
пероносное не изображено, такь какь при принятыхь здёеь вели- 
чннахъ: 


а [метр] ® о =. [608.] 


ев, [вв 
и при эзятонь здфеь масштаб (метръ изображается двумя свнти- 
метрами), величину переноенаго ускороя, а именно 


метрь] 
сек, 
пришлось бы изобразить длиною въ 0,8 миллиметра, 


Проекщи поворотнато уекорешя на оси Х-въ и У-въ выразятся 
по форнулй (178) такъ: 


й 08 (%, Х) = — 3% 
# сз (2. У) = 


0,04 


& зеличина его 
1 = 2аю уг- в: Й, 
При взятыхь нами велячинахь а, ® н { поворотное ускорене 
иыфеть величину: 
—_— [№091] 
0,4, Ут с ый 
зь прянятонь на чертежф масштабВ оно изобравитея дланою ик 
`завною 8,1584 миллиметр.; изправлене его перцекдикулярно къ мб 
т. в. параллельно направленно, проведенному изъ ОГ” вь указанную 
оперенною стрфикою сторону. Длина ОГ равна и параллельна длим® 
МС, тькъ что 0 есть положеше вь моменть {-=2. [оек.] токи, 
чертящей относятельный годографь, | 
Относительное ускороше можеть быть опредфлено вь просзщяхъ 
его ив осн Я, Х по фориуламъ; 


12* 
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= = — ао то — 03аЁ 08 ФЁ, 
7’ == 2аю 608 «Ё — а 9, 
ня въ проокщяхь на оси Хи У по формуламь (176,а) и (176,5), 
которыя дадуть: 
# 608 (и, Х) = — © 
. . 
#608 (и, У) = За, 
или же какъ дагональ парзллелограниа, построеннаго на поворот- 
новъ ускорешк ав ускорения противуположномь нереносному. 
При взятыхь нзии величинахь о, анфи въ принятомъ нами 
масттаб, проекщя ускорешя » на ось Х изображается дхнною 
0,8 маллиметра, нвиравленною оть М кь О, а проекщя на 0 У 
длиною 8-ми миллиметровъ. 
Возьмемь примфръ 6-В, на стр. 100; здфсь: 


п» = В оз оф у, = Ватыф э = — в, 
2 = ЗВ, зтоБу = 0, 
я относительное движеню точки М выражается такъ: 
Е = Я, т 25 — В 208 Зв 
1 = А, — В, 608 25# — Взт 35, 


Проевщи относительной скорости и относительнаго ускореня на 
ося З ит въ этомъ движенш выражаются слёдующими формулами. 


Я = 3 (В, 08 Зы -- В зто), 
3 -= 55 (В, 87 30 — В с08 35$, 
{= — 40 (В, эт 3 — В 003 268, 
{== 40? (В, 603 З5Ё +- Ю зт 36. 


Проекин скорости относительнаго движешя на оси Хя У ока- 
зываются равныме: 


и 208 (и, Х) = 2 (В, сов о -- В и!) 
и 603 (и, У) = 25 (В, т 5 — В (08 в), 
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поэтому формулы (178) дають слёдуюцщия зыраженя проекшй пово- 
ротнаго ускорешя иа неподвижных оси: 


#608 = Дно — В соо!) 
08 (&, 5") = 40 (В, созыё + В той. 
Ускорен!е абсолютнато движеня точки М направлено по оси Х: 


2 с08 (г, Х) 


— 35: ЮВ, зы #008 (0, У) = 0. 


Уескоревые переноснаго движешя есть пентростремительное ко 


угновенному центру ускоренй, находящемуся въ началь координать 
0; поэтому: 


#2 608 (и, Х) = — 202 А, зто #60 (, У) =0. 


Такъ какъ переносное ускоренге въ настоящемь примфрВ одинакове 
съ абеолютнымъ, те относятельное ускорене одинаково съ 1ПОВо- 
ротнымъ. 

Величина относительнаго или ловоротнато ускоревя равна: 


ау + В, 


На етр. 101 было показано, что траэкторйя относительнаго дви- 
жешя воть кругь, инфюций цезтромъ точку С’, находящуюся на по- 
ложительной ося ЮГ въ разстоящи В, оть точки КЮ); такъ какъ 
отноентельиая скорость ныфеть величину постоявиую: 


н=Зоу Я? Ви, 


то относительное ускореше  имфеть направлеше къ неатру С’ ок- 
ружноети, описываемой точкею ЛГ на плоскости ЕТ, 


ТХ. Обь ускорешщяхь въ составныхь движеняхъ. 


$ 58. Въ глав У мы разематриваля соедянене двнженй, при- 
чемъ показали, 310 скорость составнаго движены какой либо точки 
есть всегда геометрическая сумиа скоростей ея въ саставяющихь 
движешаяхъ, хаб бы ни двизалиеь тВ вепомогательныя среды, по- 
мощию которыхъ проязводнтся разложеше движеня на саставныя. 

Теперь мы обратимь виимане, что подобная же зависимость между 
ускорешемь составнато движешя какой либо точки и ускорешями ея 
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составляящихь движен!и существуеть только въ тхь случаяхъ, когда 
ве вспомотательныя сроды движутся поступательно, такь что ника- 
вихь поворотныхь ускорбвй нфть, 

Положимъ, что абсолютное двнжен!е точкя ЛГ разложено сначала 
ва два составяяющя двяженя: относнтельное по отношению къ нф- 
которой средё 1-Й движущейся поетупательно и нё переносное вуфств 
съ этою еродою. Въ $ 51-мъ было показано, что ускороше Ф абсо- 
лютнаго движешя точки М есть теометричевкая сумма относитель- 
нато ускорошя (1 #) этой точки но отношенно къ средЪ Т-Й и пере- 
носнато ускоровша, т, е. ускорейя #1) той точки 9% (1) ереды, сь 
которою точка М въ разематриваемый моментъ совиадаеть; 


вю. ...:..... (19) 


Такъ накъ среда движется поступательно, то одновраменния уско- 
роня вебхъ точекъ ея равны п параллельны между собою, и потому 
подь в (Т} можно понимать ускореше любой точки среды 1-й. 

Вь свою очередь, разложимь абсолютное движеше сроды 1-Й из 
относительное движеню ея по отношеню къ нфкоторой сродё П-й, 
также движущейся поступательно, и на переноеное движене вифетё 
въ эюю сродою 17 въ абсолютномъ дважен и послфдней. Тотда уско- 
реще (1) точки % (1) будеть ракио геометрической суммВ двухъ 
ускоренйЙ: отноентельнато ускорешя [18 (17 точки 9 (Г) въ отно- 
ситетьномь дважови ея по отнотенно къ средё П-Й и пероносиаго 
ускорения [№ (11)], общего съ ускорешемъ той точки % (11) среды 
Н-й, сь котораю въ разсматриваемый моменть совнадають точки ЛГ 
и 9% (1). Слёдовательно: 


ее Ь О] СР]... .... (80) 

Такъ какъ, по предположенйю, об среды движутся поступательно, 

а, слёдовательно, и относительныя движея ихъ, одной по отношению 

къ другой, суть тоже поступательныя, то подъ ускорошенъ [21 “ [#2 

можно понвмать отноеятельное ускораше любой точки ореды Т-Й въ 

относительновь двнженн во П-Я средё, а подъ ускорешемь | [7 
ускороне любой точкя сроды П-й, 
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Изъ геометрическахъ соотнотешй, выражаеныхь равенстваии (179) 
я (180), елблуеть: 


$ запал, 


т. е., что ускорове составнаго движев!я точки М ееть геометри- 
ческая сумма ускорон Я трехъ составляющихь движен!й: относитель- 
наго по отнощенню къ средё ЕЙ, переноснатго съ этою сродою въ 
относительномь движенши ея по отношению ко Н-й вред и перовос- 
наго выфстВ съ обфими средам въ абсолютномь движени посх®д- 
ней, П-й, ереды. 

Вообще, ускореше составназо двиокешя точки есть звометри- 
ческая сумма ускоренй ся вз составляющих Овиокеняхь, сколько 
бы этить движке ни было, но только при томз условии, чтобы 
въ вспомлательныя среды, при чосредететь которыть ироизводитея 
составлеше движений, делались бы поступательно. 
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хамъ.— Силы, сообщающя одинаковыя ускорев я различным мате- 
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Граммъ.— Единицы снлъ.—_Линъ.— Практическое изнфреве нассъ. — 
Практическое изифренге везичинъ силъ.— Средняя плотность тВла. 


1т. И%которые оби е законы прямолинейныхъ дви- 
зкен!й матерзальныхь точекъ о... 

Постоянныя силы.—Движеше, сообщаемое хатеральной точкф по- 
стоянною силою, направлене которой совпадаеть съ ваправлешехь 
начальной скорости или противополож но этому паправдевно.--Двежене, 
<ообщдемое матеральной точкЁ силою, изн нающею сво величину съ 
течещемъ времени, ееля сиза дЪйствуеть нонаправлевно начальной еко- 
рости. Количество движеня, -— Илпульсь свлы. — Общий законъдвеже- 
ня, выражающий зависимость зежау випульсомь и прирашенемь коан- 
чества движенйя матеральной точки. Силы, величины которыхъ звви- 
<ять оть положен я матеральной точки, къ которой он%ф приложены. 
Прихюлинейное движеше матеральной точки нподъ злявеуъ такой си- 
зы, — Живая сила. — Работа силы. — Баиница работы. —Эргь.— Лошади- 
ная евла. —Уатть.— Зазовь движешя, извфотный подъ вменемь закона 
жввой силы, “Дважеше двухъ матеральныхь точекъ по одной и той- 
зе пряной лиыи подъ вйящемъ снлъ взаимнодЪйсте1я между нами. 
Пентрь инеуша двухь малемальныхь точекъ, — Законь движеня 
центра инерщёи. 


вю 


КИНЕТИКА, 


Какь уже сказано въ предиелон, кинетика, выфющая пфлью 
по преимуществу открые общихъ законовь движен!я, есть учеше 
© зависимости между движешями матети и причинами, произ- 
водящини в изнънлющини движещя. 


Т. Основныя начала механики. 


Кинетика основывается на четырехъ принцяпахь, называемыхъ Основныя нача- 
основными началами механики. Одно изъ этихъ оеновныхь начазь *8 Жехазикв. 
приписываеть всякой матерн свойство инершя, друмя три--отио- 
сятся въ силвмъ. 


Основное начало цнерфи матери состонть въ слёдующемъ: Начазо инерщи 
Веякая точка матедальнаю тпваа импетзь стремлеще солра- "Те. 
ить 6ез5 изипнетя величину и направлене своей скорости абеб- 
люпиито движеня. 
Поэтому, какое либо тфло, веф точки котораго обладають одно- 
временно равными и параллельными скоростями, ихфеть (по свой- 
етву ннерщи) стремлеве двигаться ноступатедьно такимъ образомъ, 
чтобы веф точки его описывали прямоливейныя лараллельныя тра- 
экон съ одинаковою я неизмёняющеюся скоростью. Если такое 
движеше дЪйствительно совершается тфломъ, то это объяеняетея свой- 
ствохъ ниерши его матери. 
Что тёло иыфеть дьйствительно стремлеще сохранить скорость, — 
это хорошо иввфетно изъ опыта: мы зиаемъ, что дважущееся тло 
оказываеть давлене на препятегее, встрёчаемое имъ при движени. 


А Бовыдикт. 1 
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Если мы замфчаемь, что екорости точекъ тёла изыфняются, то 
заключаемь, что должны существовать причины, производялия эти 
язмфиеня; таюя прачины мы называемь силами. 

ИзмВняя скорости точекь тфла, сила сообщаеть имъ ускорендя. 

Вь настоящемъ куреВ впедешя въ теоретическую механику мы 
будемъ предиолалать, что твла, подлежалуя дВйстыямь силъ, суть 
тёла твердыя и что до начала лйствЁя силъ каждое такое тёло на- 
ходится въ поков или движется по инерщи поступательно. 

Пусть ва такое тло начнеть дЪйствовать какая либо сила, но 
такая, которая сообщаеть веёыь точкамь тёла одновременно равныя 
и параллельныя ускорещя, Такую силу мы будемъ называть одно- 
родно-приложенною кз тъьлу силою или просто однородною силою. 
Примфромъ такой силы можеть служить сила тяжести, дВйствующая 
на тёло небольшихь разы ровъ. 

Предположимъ еще, что однородная сила, приложенная кътёлу, 
такова, что сообщаеть вефиъ точкамь его ускоревя по направленямъ 
движешя (т. е. по направлемямь скоростей) или по противонолож- 
нымь направлонамъ. 


Второе основное Второе осмовное начало механики приписывает» каждой сизмь 
а мха" дидуюция три начества: 

3) мисто приложеня, 

Ъ) направлеще, 

©) величину. 

Подз мьстомз призожетя понимаются всп ть точки ттла, 
на которыя сала дъяствуете, зо есть, которымз непосредственно 
она сообщает ускорешя, 

Подь направлешемз силы подразумьваютз направлеще 6006- 
щаемыхь ею ускорена. 

Силь приписывается величина, пропоригональная величинь с00б- 
щаемыхь ею ускорение. 

Такъ хакь при приложен къ тёлу однородной силы, ямВющей 
направлене скорости или противоположное, тфло все таки будегь дви- 
тальея поступательно, хотя уже не равномфрно, то достаточно 6у- 
деть разенатривать движене одной изъ точекъ тёла, которой именно, — 
совершенно безразлично. 

Точно также, при этихь услощяхь, для нась совершенно безраз- 
лично, какой видъ имфеть то, каковы его размфры и кажъь рас- 


—8— 


предёлено вещество въ занимаемомь тБломъ объемф, Представинь 
6еб%, что вее вещество т®ша сосредоточено въ той точкф его, дви- 
жене которой мы разематриваемь и что вс® ейлы, одноредно-пря- 
загаемыя къ веществу тбла, теперь приложены къ тому же веще- 
ству, сосредогоченному въ одной точк®. 'Гакую воображаемую точку, 
замъняющую собою все поступательно-движущееся т%ло, называють 
матейааьною тточкою. При изложеши теоретической механики бу- 
деть объяенено, какимь образомъ учеше о лдзяжеши мвлеральной 
точкв примфняется къ изучению движеня веякихь тёлъ. 


Введя повяще о матеральной точкф визсто понаямя о поступа- 
тельно-движущенся тёл, мы будемь амъ отнынВ пользоваться и 
будемз оворить о прямолинейных деиженять натергальныхь то- 
чека, 5% которым прилелаются силы, направленных по скоростям 
матеральныхь точекз наи прамопротивоположно скоростяиз. 

Цока такая матеральная точка не подвержена дВйетвю силъ, 
она, но инерши, либо находитея въ покоф, либо движется прямо- 
линейно и равномёрно. 

Положимъ, чт0 мы имфемъ вь нашемь распоряжени н%еколько 
силь, которыя мы можемь по нашему желанию порознь прилагать 
къ матеральной т09ф 4, что вс эти силы имфють направлея 
положительной оси Х-овь или направленя отрицательной оси Х-овь 
и 110 матеральная точка 4, если находится до приложешя сил 
въ поков, расположена на оси Х-овъ, а если движется по инерши, 
то движется но этой оси въ положительную или отрицательную 
сторону. 

На основам вышеприведениато зтораго основнаго начала меха- 
няхи, величины этихь силь пропорщюнальны величинамь сообщае- 
мыхь ими ускоревй. 

Означимъ черезъ Р, величину одной изъ этихь силъ, той, кото- 


рая сообщаеть малеральной точк 4 ускорее од, черезь Р,—ве- 
личину другой силы, сообщающей той же матешельной точкё уско- 


реше 9, ит. д. 
На основани втораго основнаго начала механики: 


Р. _ 
Зву стан (1) 
3 Фи 


Мэтергальная 
точва. 


или, иначе 


...... И 9% 


Ничто не мёшаеть взять величину одной изъ этихь силъ за еди- 
ницу снль, прилатаемыхь къ матеральной точк .4; тогда величины 
остальныхь силь выразятся произведещями изъ отвлеченныхь коли- 
чествь на величину единицы силь. НапримЗрь, если возьмемь Р, 
з& единицу силь, то величины прочихь силь выразятся такъ; 


. . 
из 93 
Р, .Р;Р, =, Р,, 
2 Фа 
гдВ отношеня 
. . 
$2 93 
оу 
Зи Эа 


суть количества отвлеченный. 

Мы предполатала, что эти силы прилахалотся къ матермальной 
точк® 4 порознь одна оть другой, такъ что, пока припожена одна 
изъ нихъ, друйя не приложены. 

Сл®дующее,. третье основное начало механики, онредфвяеть не- 
зависимость величины ускорен!я, сообщдемаго силою оть величины 
скорости, которою обладаеть натеральная точка, и то же начало 
опредфляеть ускореше, получаемое матергальною точкою при совыфет- 
номь преложени нфеколькихь силъ. 910 основное начало можно 
формулировать такъ: 


Третье основное Если кз натеральной точку приложена снаа нау одновре- 

начало мехази- 

ки: начано сло. МНО приложено ниоколько сиаз, зто, будеть ли тючка в5 покоъ, 

женя  хьйстыя или 65 бвижени, каждая сила сообщает» таное же ускореще, 

одновременно 

раловеныхь Какое она сообщаеть, дъйствуя отдально отё нрочиие силз на по- 
СтАъ. коющуюся натедальную точку. 

При одновременноме приложении къ матеральной точкь нь- 
сколькихз силз, направленных по скорости или противопозожно, 
матеральная точка получаетз ускорешще, равное алиебраической 
сумм ускорешй, сообщаемыхь отдлльными силами. 


Одна сила, сообщающая матеральной точк& то же самое уеко- 
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реше (по величин® п по лаправленИо), которое сообщають ей н%- 
сколько одновременно приложенныхь къ ней силь, называется рав- равно ствую- 
нодъствующею этизб силз, а эти поелфдийя, по отношенно къ рав- салъ. 


нодъйствующей, называются составляющими силами. 


Если пфеколько силь, одновременно приложенныхь къ малер1аль- 
кой точкф, сообщають ей ускореве равное нулю, то ихъ называють 
взаннно уравновьинвающимися силами. 

Слёдовательно, котда къ матеральной точкё приложены одио- 
временно взаинно-уравновфтизающияся силы, то матеральнал точка 
не имжеть ускоревя, т. е. либо иаходится въ поко®, либо движется 
равномёрно и прямолинейно по внерши, 


Веб силы, встрёчаюцияся въ ирлродё, суть онлы взанмнодьй- Сить, заалино- 
стая. Если мы замфчвемь, что на какое либо тёло 4 дайетвуеть ” 
енла, то можемъ подм®тить, что величина и направление этой силы зави- 
вать оть отиосительнато но отношен1ю къ А положеншя другаго тфла В, 
огь котораго какъ бы исходить силовое дёйстве на А. Вь 10 же 
время оказывается, что тфло В вифстВ съ тфиь испытываеть сяло- 
вое дфйствые, какъ-бы исходящее изъ А. Такъ, напримфръ, салы 
тятозфвя, силы электричееня, матнатныя, вилы, дёйствуюцщуя между 
токами и матнятами, суть силы взаимноджйетья. Точно также молеку- 
дярныя снлы, дфйетвующя между частицами тфлъ на незначитель- 
ныхь разстоящяхь межлу нами, суть также свлы взанмиодЪйствуя 
между молекулами. 

Силы взаимнол®йствя подчиняются слфдующему четвертому основ- 
ному началу механики! 


Силы взаимнодьйствя между деуми тълами равны и прямо- Четвертое основ- 
противоположны. о ровенет 
Вь принфнени къ матеральнымь точкамь мы выскажезь ото основ- Г ротвоонои- 
ное начало въ такомъ видё: дЬйствй. 
Силы взаимнодтаствя между двумя матемальными точкоми 
раены между собою и прямопротивоположны. 
Это основное начало даеть возможность сравнивать величины ка- 
кихь либо силь, нрилатаемыхь къ матеральной 109к$ 4, ©ъ вели- 
чвнами какахь либо другихъ силь, нрилагаемыхь къ другой матераль- 


вой т0чкё В. 
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Пусть къ матеральной тозк В призаталтся силы ©, О... 


сообщающея ей ускореня: о, р .... т. 
По второму основному началу: 


ти О 


Положимь, что вмфеиъ возможность привести малеральныя точки 
Аи В зъ тащя усмовя, при которыхь между нами будуть дВй- 
ствовать силы взапинодёйствя. Пусть Хл есть величина сялы, дёй- 


* : 
ствующей из точку А со стороны точки В, & №, есть ускореше, ео- 
общяемое ею; вмфетВ съ этимъ на матеральную точку В со стороны 
точки А дёйствуеть сила, имфющая величияу /» ин сообщающая ей 

. 


ускоренюе, равное юз. 
Но второму основному началу, примненному къ силамь Р; ил, 
приложеннымь къ матеральной точБВ А: 


Фа 
* 


(3) 


Фа 
я по тому же основному началу, примфненному къ силахь 9, и №, 
приложеннымь къ т0чкь В: 
9, _ Я 
= (4) 
5 в 0. в’ 
Изъ этихь двухь равенствь (3) и (4) получимь: 


[о а =(#) =. 


Я 


Зависимость ие- Велфдстые же четвертаго основнаго начала иеханики силы ур и /4, 

жду велечинамя к; веть : 

о еюжеи БАКЪ СИЛЫ ВЗАИННВГО дйетья между матеральными точками взаамно 

зыхъкъразныхь противоположно и равны между собою: 

матер! альнымь 

ТОЧЕВМЪ в УСЕО- — 

рещями, 00б- У» — Ла 

Щенвыхи этажи 

снтпих этниъыа.& ПОТОМУ Р . . 

‘терральныи»ь то- #0 р 
ма 9:=(*2). за (5) 

й 


Ш 


Такимъ образоиъ мы будемь имфть возможность опредфлить отмо- 
шене между величинами силъ, приложенныхь къ различиымь мате- 
Иальнымь точкамъ, если будемъ знать величину отношеня 


. 
(5 
* 
2, 
для этихь матеральныхь точекъ. 
Чтобы объяенить себф зналене этого отношеня, замтимь сл$- 
дующйя два обетоятельетва. 
1) Если величина силы Р, приложенной къ малергальной точ А 
{и сообщающей ей ускореше #1), будеть равна величин® силы ©, 
приложенной къ малеральной точк® В (я сообщающей ей ускоре- 
не 95), т. е., если Р будеть во столько разъ болфе /., во сколько 
разъ @ болфе 5, такъ что поэтому и Р-= ©, также, какь дв, 
то изъ равенства (5) въ этомъ случа будеть сл®довать: 


._. 
* $ 
= ( и. |. =, 


и 


или 


у ва 


это значить, что величлий отлошеня между тскорешями, сообщае-Равныя силы, 


: преложенныя къ 
мыми матергальнымь точкамь В и А двумя равными силами, булеть р нь Мате. 


одиа и та же, будуть ли это силы звавмнод®йствя между иями илвражьнымь точ- 
В й кзиЪ. 

какя либо друмя силы, которыя окажутся равными между собою че- 

резъ сравневе ихъ величинъ съ величинами силъ взаимнодфйствя. 


Праложимъ къ матеральнымь точкамь „4 и В таыя еплы Ся С», Сиаы, сообщаю- 
» *пия одннавовыя 


к 1 У. ускорешя  раз- 
которых сообщать этимъ точкамъ ускорешя одинаковой величины $; зоворени ри 


въ этомъ случаф паъ равенства (5) будеть сафдовать: ‘Мальвымь т0ч- 
хамъ. 
. 
- 6. = ( в ) 
==]. 
@, и, 


Это значить, что отношеше между величинами сть, приложен- 
ныхь кь Аи В и сообщающихь имъ одинаковыя ускореня, 


Инертноеть. 


Масса. 
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равняется отношению между ускорешями, сообщаеными точкамь В 
и А силами вззимнодйств!й между ними. 

Пусть, напрамръ отношене и равно пфлому числу и, тогда 
къ точкф А надо приложить силу въ и разъ большую силы мрило- 
женной къ В, для того, чтобы 00$ эти точки получили равныя между 
собою ускорешя. Это обстоятельство показьваеть, что матеральная 
точка А въ м разь менфе полатлива къ действию силъ, чфымъ мате- 
ральная точка В. То же самое подтверждаетея еще и тфмъ замё- 
чанемъ, что равныя межлу собою силы сообщеють точкВ А въ п 
разь меньшее ускореше, чфмъ точБЗ В. Иначе говоря, способноеть 
этихъ двухь матеральныхь точекь къ воспринято действ силь 
неодинакова, точка В въ в разъ легче воепринимаеть дёйстве ель, 
зиъ А, или, обратно, точка А лифеть въ и разъ большее стрем- 
лене сохранить свою скорость, чфмь точка В, т. е. обладаеть въ 
я разъ большею инертностью. 


Отсюда естественмо заключить, что точка А инфегь въ ® разь 
болфе того, что обладаеть свойствомь инерщи, т. е. въ * равъ боль- 
шее количество матеры или вещества. 


Цо этой причимв принимають, что отношен!е А выражаеть 
численное отношен!е между количествомъ материя тбла А м количе- 
ствомь матери т®ла В. Количество матери т®ла называють массою 
его. Означимь количества матери или массы тёль А и В знакамя 
т: и ть. По вышееказанному: 


. 
р: а 
=“ 


и. 


& потому равенству (6) можно придать такой вндъ: 


=—*_. {5 53) 

З тв 73 
Это значить, Что отвдеченное количество, выражающее отношене 
между величинами лвухъ силь, одна изъ которыхь приложена къ ма- 
теральной точ 4, а другая—къ матеральной точЕВ В, равняется 
преизведеню двухъ другихь отвлеченныхь количестнь, одно мзъ ко- 
торыхъ равняется отмощенно маесъ обфихь метеральныхь точекъ, 


9 


другое отношенно ускоренй, сообщаемыхь матеральнымь точкамъ 
мриложенными къ нимъ силамй. 

Въ кинематической часты было сказано, что скорости и ускоре- 
ня измфряются единицами скорости (стр. 9} и единицами ускорен:я 
(стр. 136), что тВ и друмя суть единицы нроизводныя (стр. 9), тогда 
какъ основные единице три рода: еданицы дляны, времени и массы. 

За единицу массь можно принять маоеу какого угодно тёла. Еданацы масс. 
Обыкновенно принимають за такую единицу количество вещества ку- рии. 
бическато сантиметра воды, имфющей температуру 4°Ц и находя- 
щейся подъ давлещемь въ 760 миллиметровь ртутнаго столба. Эту 
массу называють фаммомн, & въ 1.000 разъ больную массу—*ило- 
зраммомз. 

Пусть матермальная точка В имфетъ массу равную едикиц% массъ 
и къ ней приложена такая сила, которая сообщаеть ей ускорене, 
равное единиц#. Означииь величину единицы массы символомъ: 

[ед мзосы] 
и величину еднняцы ускореня-—еямволомъ: 
[в. ускор. |. 

Силу, сообщающую единиц маесы уекорене равное едияицй, Бдиница свазь. 
прянимають за единицу сил; означимъ величину этой силы сим- 
воломъ: 

[е. вилы |. 

Прнызнимь равенетво (5 625} къ едянии® силы, приложенной къ 
единии® массы, в ВЪ сил, мифющей величиву Ё и приложенной въ 
м80е%, имфющей величину и; пусть $ есть ведичима ускореня, ©о- 
общаемаго силою № масеф т. Равенство (5 68) въ этомъ елучав 
будеть: . 

р т С 
= . . (6) 
[в. склы] [ед. ассы] ^ [ед. ускор. ] 


Зджеь отношеня 


= 
Тех: вилы] — ы 
= 
[ед. маосы] ы 


Пик, 
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[ек.тевор:] —" 
суть отвлеченныя количества и равенство (6} выражаеть, что 
ФЕН. 1; (6 618) 
Е, ти $ суть произведешя: 
=. [ед. валы] 
т ЕВ [вд. иаоеы | 


$ 


1 [е=. убвор. | 
Мы условилиеь выражать величину единицы ускорея въ вядВ: 

[ех. длины] 
[ед. врен. | * 

такъ 910: 

[вх длины ] 

[в. врем. ^ 

Подобнымь же образомъ условимся выражать величину единицы силы 

такъ: 


[ех. уввор.| = 


[ек. маесы | [од. [в1. длины], 


[вя. енлы] = [ед. маевы]. [ед. усвор.] = [вд, даны] 


въ такомъ случа равенетво (6} обратится въ слфлующее: 
Е=и.5, (7) 


т. е. величина какой либо силы, сообщающей нассь т ускорене р 
равняется лроизведеню #35 величины этой массы на величину этою 
ускоретя. 

Единиия енлы, сообщающая одному грамму такое ускореше, при 
которомь эта масса, выйдя изъ иокол, пройдегь въ первую секунду 
половнму сантиметра, называетея дин; на основан вышесказаинаго: 


[грешиь] [сантим, ] , 


[динъ] = Гавр 


—п- 


Сила тяжести или вЪсъ одного грамма въ Парижф, на уровн® 


моря, равенъ 
980,94. [динъ], 


нотому что ускореше силы тяжести въ этомь мфстВ равно: 


Такъ какъ килотрамиъ въ 1.000 разъ болфе грамма, то вфеъ кало- 
грамма зъ Париж на уровн® моря будеть: 


980940 [динъ], 
т. е. почти миллонъ динъ. 


Изифреше массь основывается на томъ, что енла тяжести вЪ Правтическоеяз- 

одномь н томь же ифстВ сообщаеть одинаковое ускореве разнымь "®РеНо массь. 
тфламъ, а потому вфса разныхь тёль въ одиомь м тоиь же м%еть 
относятся между собою какъ массы тЪлъ, а слёдовательно тёза оди- 
наковато вфса иифють одинаковыя массы. Производится изиёреше 
массь помощью разноплечныхь вёеовъ и разноввса. Разнов®еъ веть 
собране гирь, ямфющихъ массы равныя [ед. массы], 2. [ед. массы], 
5. [ед. массы], 10. [ед. массы], и т. д. н хром того гирь, нувющихь 
массы равныя дробнымъ частямъ единицы млесы, Какъ приготовлене 
разновёеа, такъ и измфреше массъ разныхъ тёль при помощи взвфши- 
зая ваключается въ томь, чтобы, положивъ на одну чашку вёсовъ 
измфряеную массу, наложить на другую столько единиць массы и 
частей оя, чтобы вФеы иоказывани полное равенство силь тяжести 
иаложенныхь на 00% чашки грузовъ. 


Изыфрене велачинъ силъ, приложенныхь къ розлячнымь тёламъ ео. 
производится иоередствомь различныхь димамометрическихь прибо- евтъ. 
ровъ или динамомегровъ, устройство которыхь весьма разнообразно. 

Дйстше этихь пряборовь заключается въ томъ, зтобы уровновфенть 
измфряемую силу, приложекную къ давноху тёлу, другою равною ей 
силою, величина которой наиъ извфетна (силою тяжести, силою пру- 
жины и проч.); мослёдняя прилагается въ однихь приборохь къ т0- 
му же тВлу, въ другихь же прилагается къ другому тёлу, мо нере- 
дается на нервоетфло посредствомъ созхененныхь надлежащимъ обра- 


зоуъ стержней, ремней или мервстяжимыхь шнуровъ, & нногла я мо- 
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монию гидростатическихь приспособлен й. Всякая такая передача 
салы основывается на томъ, что молекулярныя силы между частицами 
тёть суть силы вваимнодфйствя (равныя и прямопротявоположныя). 
Динамометричеекй приборь долженъ давать средство вполи® судить 
© наступлени равновфая между снлами измфряемою н уравнов$- 
шивающею. 
Средняя плот- Средняя плотность тлла есть величика отношешя маесы тфла 
петь ть ого объему. Это отношеще выражается отвлеченнымъ количествомъ 
умноженнымь ва отношене: 


[ед. нмеы] _ [ед. массы] 
[ед.объвма] — [ед. дивы? ^ 


Поелфднее выражаеть величину средней плотности такого тфза, ко- 
торое ваключаеть единицу массы въ единиц объема, 

Тав]я вещества, средняя илотноеть которыхь одна и т& же во 
вефхь частяхь тёла, какь крупныхь, такъ и мелкихь, называются 
веществами однородной плотности. 


П. Н»которые общие законы прямолиней- 
ныхъ движен!й матер1альныхъ точек. 


Пуеть матеральная точка М, вуфющая масеу т, совершаеть 
прямолинейное движеше подъ вшяемь силы, направленной вдоль 
этой прямой. 

Во зелкомь положени матеральной точки ускорене ея выразится 

8 : 
тавЪ: ут; если эта величина моложительная, то ускороше направ- 
лено въ сторону возростающихь <, въ противномъ случа оно н8- 
правлено въ сторону убывающяихъ 3. 

Такъ вакъ, по сказанному выше, произведенще изъ величыны уеко- 

рен и массы матеральной точки равняется величинф нриложенной 
- КЪ ТОЗЕВ силы, то для всякаго положения точки будежь ныть сл- 
дущее равенство: 
4; 


т дн =, {8} 
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гд® Р есть величима силы взятая со знакомь плюсъ, если направие- 
н1в силы совуздаеть съ нанравленемь возростающихь $, вь против- 
номь случаф Р есть величина силы, взятая со знакомь минусъ. 


Если сила, приложенная къ матеральной точкВ, есть сила по- Постоянный ся 
стоянная, вохраняющая одну и ту же величину и то же напра- =. 
влене нрн всякомь положени точки, то велитина Р, а также и от- 


. Р ; 
ношеше —„— постоянны м слёдовательно тогда, ускорене точки имфеть 
постоянную величину: 


Изъ кинематической части видно, что прямолинейное двяжеше съ Двяженю, сооб- 
‘щаемое матер{- 


постояннымь ускорешемъ с выражается уравнешемъ альной точк® по- 
стоянною сядою, 

# направлен во- 

= а-айке-; (9) торойсовнакаеть 

р] ©5 направлен: 

еыЪ  БаЧАЖЬНОЙ 


дБ а- произвольная длина, инфющая значеше разетояшя движу- Боос итииро 


щейся точки М оть точвм О въ монменть #2= 0; кроиф того, такъ ну ваправленю. 
кавь 
45 
=“ её, (10) 
то «—нроизвольная скорость, инфющая значене екорости матераль- 
ной точкн въ иоменть {—0. Эти величины иы условимся называть 
зачальныму разстоящемз и начальною скоростью движущейся точки. 


(с; ® м а могуть быть положительными или отрицательными). 


- Движене, с00б- 
Прапомнивь то, что было сказано ма страницв 144 и 145 км нате. 


мематыческой части, можемъ обобщить наши выводы, распространявъ зльной то ся- 
„‚ НВыЖняЮ- 
ихъ на т слузан, когда сила Р изыфняеть евою величину СЪ 16- пом свою вел. 


чещемъ времени, такъ что Р есть н®которая функшя $(#) вромени, чеку съ хечен{- 


‚ 
мамъ взвфетная. . отв хате 
Тогда изъ уравменя (8) сл#дуеть: чай сво, 
‘рости, 
48 _3 (0 И 
4 т’ и 


т, е. что ускореше есть данная функця времени. 
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Постронмъ кривую ускорев; пусть У» У, У» У, 
оконечности ординать 


ДУ, = %ь. [в%. да.|, 
и 


ВУ =1. [в. да.] 


этой кривой, соотвфчетвующихь моментамъ: 


1=0, 
и фм. [9. вр.], 


— 45 =». [94. вр.], 


В фт. [в. вр.|, 


$" 


причемъ, наприм$ръ: 


$ [. вр. 
— се в 


Мы знаемъ, что интеграль: 
т 
Г 1, 
5 


умноженный на 
[ед. площади] == [ед. дл. 


выразаеть величину площади АУ, УВ и чт0 кром% того 


[ек. дл.]. Г, 3 


есть длява, равная разности длянь Д@, и ВС, тдё А@, есть длина, 
язображающая произвольную вачальную скорость (въ моменть #=0}, 
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а В веть ордината кривой скоростей, изображающая скороеть въ 
моменть #, такъ что: 


__ 46 

С [в в] * 
4 _ ВВ 
& [в. вр.] ° 


Ивь этого слфдуеть, что 
в, им. Ги , 
й—_ Я Годар. вр. | 
идн, ма основан (12): 
ем. [%. вр. И 0 1 
4 — [ед. вр. | [е. дл. | ут ы 


реа №] [04 


о 


т. [вд. вр. = 
4. [ед. вр. | = 4, 


0, такъ какь 


то 
ан. / $44 
или 
га 
ид 0 (13) 
т та Г Рё. (4) 


Произведене изъ массы матеральной точки на ея скорость ма- Количество даж 
зыввется холичествомь движенуя этой точки. Въ первой части ра- жешя 


Импульсь силы. 
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венства (14) находится нриращене мли измёмене количества дви- 
жешя з8 время оть {$ =0 оф, во второй части находится инте- 
трал отг Р по &, взятый въ предфлахъ оть # == 0 до &. Величина 
этого интеграла называется импульсомь сиды за это время, т.е. въ 
течени промежутка времеми оть # = 0 до #. 


Бакь количество движеня, такь и импульеь вуфють общую 
единицу: 
[ед. массы] [ед. длины] 
[ед. врек.] 
такъ какъ количество движевя есть мроизводее изъ массы на ско- 
роеть, & импульеъ есть произведен! изъ силы на время. 


, 


Интегрироване есть дЪйстые обратиое составленю нроизводной. 


45 . 
Взявъ производную оть | тж Е —т®] по фа принявъ во внимаше, 


что а моетояныо, молучимъ: 


48 
2 (=) _ „#8 
я а’ 


т. е. $(0)}; обратмо, взявь интеграль оть 9{(#) въ предфлахь оть 0 
до Ь, получихь 


48 
т — зна, 


какъ показываеть равенство (13). Поэтому, если Ф(Ё) есть такая 
фузвщя оть $, которая ивафетна немъ въ качествв производной ло # 
отъ друтой фувкши Ф(, то можехь утверждать, что 

+ 


Дей =Ф0— $0. (15) 
о 
Ирыбавлене члена [| — Ф(0)] ко второй части объясняется тфыъ обетоя- 
тельствомь, что при #— 0 интеграль долженъ обращаться въ нуль 
(ибо площадь, изображающая его, будеть равна нулю); поэтому н вторая 
заеть равенства( 15) должна тогда же обращаться въ нуль. Если фунаня 
Ф({) принадлежить къ числу такяхъ функщй, которыя сами не 0б- 
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ращаются въ нуль при # = 0, то вее такн разность Ф(8 — $ (0) 
при { =0 обрататея въ нуль, что и требуется. 
Для примфровъ возьмемъ: 


р $@=Кь 
2) $ =А св И. 
3) (= Аз М. 
Вь первомь и второмъ случаяхь данныл функши суть проязводныя 
оть 
КВ 
1) $ = 5. 
2) Ф( = -* зв №. 
Такь какъ въ томъ и другомь случаВ Ф(0) =0, то поэтому: 
р 
КР 
1) == / КН. 
"-/ 
: 
2) ‘ Е т и 4 воз Я. 
6 


Вь третьемъ же случа® данная функщя есть производная оть 


ФО = — я 605 #6 


но зАЪсь 
А 
Ф®=—-, 

а потому . 

Г дара 

9 
равемь не 

— — 608 1, 
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А А, 
— 8 -+-р; 
такъ что: 


. А Ам 
Газы ни =-- а со) = вт. 
[о 


Примфнямь равенство (14) къ двумь какниЪ либо моментамъ 


временя: 
Ы в (6 >Ь). 


„(%), = та = Ди 
т (4%) = та [ри 


Вызтя второе равенство изъ нерваго, будемъ имфть яовое равенство: 


т (“) — п), -/ РН— / Р. 


Виорая часть этого равенства равна разности 


ыы [влющ. (АУ, У, В.) — площ. (АУ. У, В,)], 
ое [9% массы ] 


| вр. [5х акк] (величина плош. В, У. У, В,); 


это же выразится такъ: ь 
Га, 
ъ 
т. в. это есть инмульеъ за время оть момента #, до момента #.. 
Такимъ образомь полученное равенство: 


"(%) — т (“) = - [2 (16) 
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выражаеть, что изменеме количества двикещя матетольной точки Общий законь 
. дваженя, выра- 

85 течени какого либо промежутка времени равняется чмпульсу чамтий ‘завав. 
приложенной кз ней силы за то же время. мость иежду вм- 
пульсомъ я пря- 

При вывод этого равенства мы предподагали, что сила, прило-ращещемь коли- 


женная къ точкВ, нли постоянна, или измёняегь свою величину съ ани 
течентемъ времени; но вскор% увидимь, что оно справедляво и тогда, чвя. 
когда сила изыфняеть свою величину еъ перемфною положеня ма- 
тертальной точки на ея прямолинейномъ пути. Въ теоретической ие- 
ханик® мы увидимъ, что подобное же соотношене между измёнен1емъ 
количества, движеня н импудьсомъ существуеть и пря криволимей- 
номь движени и что найденное вами соотношене есть лишь тает- 
ный случай одного общато для везхь снлъ и движенй закона ме- 
ханики. Въ частномъ случёф, а именно вь приибнеши къ прамо- 
линейнымь движешямь матеральной точки этоть закойъ двяжешя 
выражается какъ сказано выше. 

Что касается до опредфлев!я самаго прямолинейнаго движеня 
точки подъ вмящень силы, изифняющей свою величину съ течевемъ 
времени, то съ полученнымь уравнешемъ: 


6 

Гл 
должно поетупить такимъ же образомъ, какъ поступали съ уравне- 
вемъ (11) для получешя изъ него равенства (13) или (17). 


Подобно тому, какъ мзЪ 


28 _ 3 
ай т 


$ 
[3 + 
в _*“ - /*® % 
6 


такь же точно изъ (17) получимь 


8 .- + и 16 (0) 4, (18) 


=. 09—90) (7) 


получено 


тдф а овначаеть начальное разетояы!е движущейся точвн оть точки О. 
2 
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Вторую часть послёдняго равенства можно предетавить такъ: 


Фа 
Л а 1/0 #. 


Тавъ какъ находящаяся подь знакомь перваго интеграла и заключаю- 
щаяея въ скобках разность есть величина постоянная, то этоть ин- 


теграль равень: 
[“-°О 


Если, лалфе, мы знаемь, что функшя Ф({) есть производная оть 
фуяюкщи Л(0, то подобно тому, какь показано выше при полузеня 
равенства (15), будеиь виЪть и здфсь: 

: 


[Ф0#=7®—х0. 
Велвдетые всего этого уравневе прямоливейнато движешя бу- 
деть такое: 
аа (О нд. 09 


Прямфрь. 
Опредфлимъ прямолинейное движене матертальной точки массы т 
при дёйстви на нее силы: 


в-—* тВ зт (т #), 


если начальное разстояне я начальная скорость таковы: 


Здфеь: 
$(9)= т тВ с08 | #) 


7 ==В зи (1 #), 
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2к 
$ (0) = тив, У (0) =0, 
з нотому уравнене движешя будеть: 
2 
в дева (т'). 


(Ср. еъ уравнешемь 1-мъ на стр. 11-й кинематической частн этого 


руководетва). 
Кром силь ностоянныхь и измёняющихея сь течешемъ времени, Саты, поичины 
воторыхъ - 
встрёчазются весьма часто силы, велмчины которыхь измняются съелтьон позже 
изыфиещемь положеня точки, такъ что если матеральная точка но матерь 
: , 
изм няегь своего положеня, то величина силы остаетея постоянною. он® приложены. 


Пуеть сила Р есть какая либо функця оть 8: 
Р=ф (3). 
Въ этомь случа врямо изъ уравненя 


45 
т ди = ф (5) (20} 
не видно, какъ изифняегся ускореше съ течешемь времени; это ста- 


неть извфетнымь только тогда, когда намъ удается какимъ либо обра- 
вомъ найти уравнене движен/я: 


8=1(9; {21) 
тогда измзнен:е ускоревя съ тезешемь времени выразится такъ: 

4$ 1 

в=ъ' 6} (22) 
тиф $ [70] будеть тотда нфкоторою пзвфстною намъ функщею 9 
оть #. 

Изь уравнешя (22) такимь же образомь какъ н выше (стр. 15) 

слфдуеть уравнене 


ни -т= Уля, 


Прямолянойное 
хвижене мате- 
Аальной точки 
похъ вмящемъ 
такой силы. 
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ЭЛЯ 
4 


+ 

т =та + Ге, (14) 

4 р 

О] 

выражающее зависимость между импульсомь силы и измёненемъ 
кохичестна двяжен1я; но вычиелить величину этого импульса, зная 
зильлишь функци $ ($) и не зная еще вида функщи у (#), — нельзя. 

Такимъ образомь м въ случаяхь силь, зависящихь оть разстоянй 
матеральной точки, имфетгь мфсто обрИй эакоиъ днжешя, выражае- 
мый уравнещемъ (14); но онъ уже ме можеть служить для опредф- 
лен1я вида функщи, выражающаей измфнеше скорости съ течешемъ 
зремени. 

Для этой цфли можеть служить другая формула, выражающая 
другой обайй вакоиъ механики. 

Такъ какъ уравнене (20) выражаеть ускореше матеральной 
точки въ зависимостя оть 5, то зададимся цзлью опредлать и 38- 
висимость скорости также оть 8. 


Если г есть функтая оть $, то производную 
2 
48 _@4 (*) 
а — Г: 


придется представить такъ: 


такъ что 
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Уравнеше (20) прыметь теперь такой видь. 


2 ("7 


= (8). (23) 
Сравиииь его съ уравмешемъ (11), т. е. 

(я) _ 

“=. (1) 
Разница между ними состоять въ томъ, что выфето ; фит т В 


находящихея въ {11), въ уравнены (28) стоять на соотвётетвую- 
р 

щихъ ифетахь: $, фит 5. 

Изъ этого сравнешя должно заключить, что изъ урзвнешя (23) 
должно елёдовать уравнение: 


т -/ $ (8) 4, (24) 


подобно тому какъ изъ уравненя (11) слфдуеть (13). 


Злфеь обратимъ внимаше на то, что въ (24) мижнШ предфлъ 
веть з—а, а не з=0, потому что въ начальном положени, котда 


1 
=би = тогда =. 


Урзвнеше (24): 


УЗ 
м -/ 157 4,5) 


выражаеть, что изифнеше живой снаы матеральной точки въ тече- 
и промежутка времени оть {0 до & или при перенфщенши точки 
изъ положеня начальнато въ иоложеше опредфляемое разстоящемъ 5, 
разняетея величинф работы, совершаемой силою на этомъ пере- 
мфщени. 

Живая сиза есть ноловина произведен!я массы на квадрать ско- 
рости; это величима всегда положительная. Работа силы можеть 


Жавая сила. 


Работа силы. 
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быть положытельная или отрицательная. Это есть произведене изъ 
величины силы на величину перемфщеня (рёчь идеть о нрямолиней- 
номь движеши при д®йетыьм силы, направленной но прямолинейной 
тразктори). 

Еднницаработы.  Какь живая сила, такь и работа изифряютея общею единицею: 


[ех. ивесы]. Год, длины? 
[ед. вреиенн |? — 


Если за основныя едивицы взяты грамиъ, еёмтиметрь и секунда, 

Эргь. — 10 производная изъ. нихъ единица работы вазываетея: эр; она 

` производится снлою, равною одному дину, при перемфщения точки 
пряложешя ея ва одитъ свнтинетрь въ направлеши силы. 


Приводимъ здесь ведичимы эргё въ килограммометрахь, пудофу- 
тахъ и обратно, полагая ускореше сизы тяжести равнымь 


итиметрь 
[секунда ° 


1,0194 
Эргь = — оз — [визотр-метр.] = 


2,042 
= бэ [пудофуть.]. 


Здфеь килограммометрь и пудофуть означають велячяны работъ 
совершаеныхь втсомз килорамма (въ томъ мФетв гдз 9= 981) на 
протяжен!я метра и в®сомь пуда на протяжени фута. 

Пудофуть =4,993 [килотр.-метр.] = 4,9. 10°, [эргъ]. 

Бидогр.-метрь —=0,2003. [пудофуть] = 9,81.10*. [эргъ]. 

„Лешадиная сила- Лошадиная сила есть снособность движителя производить работу 
15 пудофутовь в одну секунду, то есть 7,36. 10° эрговь въ секунду. 


Уатть. Способность производить 6$ одну секунду работу вз 107 эрловь 
или ЕЪ 10 мегаэрговь (мегворть есть миллюинъ эрговь) принимается 
з& особую единицу работоепособноетя, иззываемую уатииомз. 
1 лошадиная сила = 736 уаттамъ, 
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Изъ уравнешя (24 5), пнримбнемнаго къ двумъ ноложешямъ 
точки, опредфляемымъ разстоявями 5, и 5,, сябдуеть: 


8 
205? 99? 
8—5 = Га, (25) 
81 


2 2 


тд ©, и т, ерть скоростя точки въ этихъ положеняхъ. 

Это уравнене выражаеть общёй закоиь движешя (приифненный Законъ движе- 
здфеь къ прямолинейному движению): чзмюнене живой силы при иаестный 
перемпщцещи точки щаз одною положеня вз друзе равняется ве- конь живой силы. 
личинъ работы силы на этомз перемыщени. 


Уравненю (23) можно дать видъ: 


(286) 


Оно выражаеть законъ жнвой силы дня элементариаго перем- 


щеня; эдфсь Р 93 есть элементарная работа силы, т. е. работа 
2 


; 19 : 
силы ва протяжени элемента пути, в 9 (= веть измфнеме жя- 


вой силы на протяжени этого элементарнаго меремфщеня. 

Закомь живой силы примфняется также и къ силамъ, измфняю- 
щимь свою величину съ течешемъ времени. Еели Р-=9 (1) и изь 
уравменя движея =) (0 выразимъ # въ функц оть 3, такъ что 
#—0 (5), тдв6 нзвЪетная фукшя, то Р выразится въ $: 

Рэй (3 


и мы получинъ уравнене (24 65), т. е.: 


И В 
00 то? 
ти Гове= Гра. 


Однако выполнить дёйстые 


, 
Гр4 


возможно ТОЗЬКО тогда, когда знаемъ уравнеше дваженя и можем 
РЬшить его относительно #, то есть, когда будемъ зиать вндь функ- 
щи @ (3). 
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Нусть $ ($) иввфетна яамъ хакъ проивводная по $ оть изкоторой 
функция Ч (5); тогда 
В 


Г+ов=т®-у (@) 


и уравнене (24 55) будеть. 
2и* та? 
5 =у ($) — 1 (4), 
Отеюда 
т (#)= таз +2 [4 (9) — Ч (а) 


в 1/: Я, Ву 
%=У=_8 (+ 26). (21) 


Чтобы найти зависямость между 3 и & поступииь слфдующимь 
образомъ. Вторая часть равенства (27) закмочаеть въ себф, кромё 
постоянныхь велачанъ, только 5. Предотавихь равенство (37) подъ 
слфдующинь видом: 

х (8) 8 =4, {28) 
г 


х (3) Е . 


2—1 У (а) -- г У ($). 


Если х (8) есть производная оть нфкоторой навфетной намъ фувк- 
щи © (+), то изъ равенства (28) будеть слёдовать, что 


#- хв = 60 


Зависимость: 
1+6 (1) =@ (3) 


веть искомая зависимость между 5 и въ движени матеральной 
точки подь выянемъ силы зависящей оть разстоявя 3. 
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Примпры. 

1. Сила постоянная, равная Р. Работа ея из перемфщенн оть 
начальнато положен1я въ подожене, опредфляемое разетоянемъ 3, 
выразится такъ: 


Р 8—%.- 


Уравяене живой силы: 


то? 
8” 
Отеюда: 
в _ 
_ 
далфе: 


Ивь послфдней завиенмости получимъ уравнеще движеня: 


= — 
и 2 


2. Сила, притатявающая матеральную точку къ началу О раз- 
етоян Ш; велячина силы пропорщоняльна разстоянйо 5, Нусть яменыо: 


=— 188, 


тдф в? есть положательный коэффященть, ж— масса точки. 
ЗАбеь . 


8 
=-— тж 
4($)= ето. 
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Уравиене живой силы: 


® 9, Я, 
И), 


эта а 


поэтому: 


оэтому: 


Чтобы получить выражеще 5 въ 2, рёшамъ найденное равенство 
относительно $, Нослфдовательно получимъ: 


а7сзть 


= ыё-н аист у 


аа ии 


№ 
Иа 


= [ ин атсят 
у 


+в ь 
= 31 ый 608 (атсзт ®)-+- 608 вЁ вет (агат). 
Здесь временно обозначеяо черезь & отноше: 


ыв 
уния ° 
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Какъ извЗстно: 
зт (а’сят №) =Ё 


605 (атеят =у ТИ; 


но 

у = ы 

у@- 
поэтому: 
#8 а ва 
узкая Туи зв ыф ункые 608 вё 

и отсюда: 

8=а совы =, эт... . (29) 


Явиженше, совершаемое въ этомъ случа® матеральною точкою, 
есть простое гармоническое, какъ показываеть уравнене движени, 
представленное подъ видомъ; 


8=Г ат (м+])........ (0), 


1% 
2 и? ай 
т—. Иа не , 
сит РИ: = ге ая 


Положимъ, что на одной и той же нрямой находятся ДВ от- Дважевю двухь 


дфльныя матеральныя точки М, и М,. Означамь ихъ массы и 


матер!альныхь 
тТочевЪ по одной 


равотояня оть точки О знаками: т,, т. $,, 8. Пусть между этими к той же пряной 


точками дйствуютъ снлы взаиинодФйетыя между нимн, такъ что на 
точку М, дЪйствуеть сила Ри из точку М, сила (—Е). 

Уравнеше, выражающее зависимость между ускорешемъ нервой 
точки, ея маесою и силою къ ней приложенною, будеть: 


423 
Я ж=ь. ден = (31) 
& соотвфтетвенное уравнене для второй точки: 
4, 


т, в=-—Ё. ее. + (88) 


подъ влян1емъ 
«ить взаямнодЬй- 
ств между на- 
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Сложивъ уравнешя (31) и (32), получимь: 
2, и, бы 
а з 


т, — о, 
23 
да (и тв) =0....... (83) 


Такь какъ производная вторато порядка оть суммы #3, + т,5, 
по # равиа нулю, то эта сумиа равна СЁ С,, тд® С, и С, суть 
двВ произвольныя постоянных величины, 

т $, + 1,84 =0.1-0, ...... (84) 
к, выфетв еъ тфмъ: 
4: 
$ 

Представинь ©еб% точку М., находящуюся на прямой между 
точками М, а М, вь такомь разстоящи оть М,, чтобы отношене 


везичинъ разстоянй М.М, а М.М, равнялось бы отношенно массъ 
т, и и: 


=0...... 5} 


эт, ел а, 


8—8 _ 
= 2, ыч,в), 
я т 
вв в, (веди 5, >83). 


7.8, — 7. 8: = 21.5: — 18, 
и отеюдз: 
8, м. 8, 
= 28 
а тет, ттт - 86) 


Изъ этого слёдуеть, что равенства (33), (34) и (35) можно прод- 
ставить такъ: 


Ш — 


42 . 
(инт) =0..... (88 58) 
(ии-нт,)} 3, = ОНО, °.. (34 58) 

45. . 
(т-+т,) т =0, ... * (35 №) 


Эти разенетва выражають, что точка М, движетел имфя уско- 
реше равное нулю, т. е. равномрно, еъ поетоянною скоростью 


Точка, М, называется центроме инериёи двухъ данныхъ матерйаль- Центрь внерши 
ныхь точекь М, п М, Дзижешя отихь точекь могуть быть бодфе Ат ивтераль 
вли менфе сложвы въ завиенмости оть того, какова снла Ё, носто- 
анна ля она, или изифняется съ течешенъ времени, или же выфств 
съ изивнешехь 5, И 8,; во веякомъ же слузаф, центрь инерши ска- 
занныхь точекь движется, какъ бы но инерщи, т. е. равном рно. 

Положимь далфе, что кь точкамь М, и М,, кронф силь вза- 
вмнодвйствй между мими, приложены силы внзшия, къ первой— 
какая либо сила Р,, ко второй-—какая либо сила Ё,. 

Вь такомь случа, выфето разенствь (31) и (32), должно взять 
равенства: 

428 


И а =Я-+Р,, 


48 
т. т =—Р+Р.. 
Сложивъ ихъ, полузчимъ новое равенство: 
428, 45, 
тар т" ав 
ф 
ай 
которое, на основаши равенства (36), можно прадетавить такъ: 


=. +, 


или 
(тя) НР, 


#2 а 
(инт, др =, . ..... 


Законъ движевя 


центра янери, 


88 — 


Это равенство выражаеть лишь частный случай одного общего за- 
кона движеня, извъетнато подъ именекъ закона, движен!я центра инер- 
эдуя. Получевиее нами равенство зыражаеть, что цемирь инерифи двухь 
ьматераланыхе точекь движется такимз образомз, какз даталась 
бы материальная точка массы (ту т,), если бы кз ней были при- 
ложены вниня силы, дуаствующея на объ матетельныя точки. 

Еели иризоженныя къ матеральнымь точкамь силы суть силы 
взаимнодЪйстья между ними, то цеитрь инердфи точекь будеть с0- 
хранять свою скорость и слфдовательно сумме количества движеня 
матеральвыхь точекъ, т. е. 

4 
т, “. — о 
будеть ностояяною, хотя самыя количества двзжея 
48, п. 48 
@’ * 
изыфняются велфдетв!е взаимнодайстяЙ между матеральными точезми, 

Случай сохраненя скорости центра инерщи ямфеть мфсто при 
соударени шаровъ, центры которыхъ движутся по одной м той же 
прямой лин. Еели къ шарамъ не приложено накакахь вифшнихъ 
силъ, то до удара скорости ихъ постоянны. Пусть (3,’), есть ско- 
рость шара, ичфющаго массу т, и (5, },— скорость шара, имфющахо 
массу 77,; 06% скорости — до удара. Во время соударевя шаровъ, 
на иихь дфйствують силы взавынодЪйстья между молекулами с0- 
прякасающихел частей шаровъ. Подъ вмяшемь этих силъ скоростя 
шеровъ изыбвяются, но не изифняется скороеть центра инерщи ша- 
фовъ, такъ что сумма количествь движенй шаровъ остается ноето- 
яныою. Если шары внолн® неупруги, то изыжнеше скоростей ша- 
ровъ пракрататся тогда, когда скорости ихъ сдфлаются равныни, 
и 0ба шара будуть продолжать движеше выфетф, въ вид одного 


тьла. Пусть эта свороеть будеть 8'; она опредфлится изъ разен- 
ства: 


т 


т (81) т, (3, = (п т) 3", 


выражающаго ностолиство суммы колячествъ движеня обоихъь шаровъ. 


